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.ناه . طأهدرة تدريع و تدرا 








استنادا الى القانون بورع مجانا وبمنع ببعه وتداوله في الاسواق 


مقدمه 


لقد ظهرت في الكثير من دول العالم المتقدم مناهج حديثة في الرياضيات, وطرائق جديدة لتناولها 
كانت سبباً في حركة ديناميكية فعّالة أثرت في العملية التعليمية في المدارس والجامعات, وأحدثت فيها 
تطويرا جذرياء وعليه أصبح من الضروري أن يلتحق العراق بهذا الركب وان يسارع في العمل لتطوير مناهج 
التعليم واساليبه وخاصة في الرياضيات التي تلعب دورا طليعيا في إرساء دعائم الحضارة والمدنية, فهناك 
علاقة طردية بين احتياجات التنمية الصناعية والزراعية والمدنية» والتكنولوجيه والاقتصادية بصفة خاصة 
وبين مناهج الرياضيات في المؤسسات التعليمية بمختلف مستوياتها . 

وفي ضوء خطة تطوير المناهج الدراسية عامة ومناهج الرياضيات خاصة تم تأليف هذا الكتاب ضمن 
مشروع تنويع التعليم لطلبة الصف السادس العلمي/ الفرع التطبيقي الذي هو آخر حلقة من سلسلة 
الرياضيات قبل الجامعية, اذ تقع مادة هذا الكتاب في ستة فصول » تناول الفصل الاول الاعداد المركبة. 
والعمليات عليها وايجاد الجذور وخواصها » وحل معادلات من الدرجة الثانية في مجموعة الاعداد المركبة, 
والاحداثيات القطبية واخيرا مقياس العدد المركب وسعته وكتابته بدلالتيهما. 

اما الفصل الثاني فقد احتوى على القطوع المخروطية متضمنة القطوع المخروطية (المكافيء, الناقص, 
الزائد) والمعادلة القياسية لكل منها في حالات مختلفة, والاختلاف المركزي لكل قطع مخروطي . 

واشتمل الفصل الثالث على المشتقات العليا للدوال القابلة للاشتقاق والمعدّلات الزمنية 
والقيم العظمى والصغرى المحلية ومبرهنة رول ومبرهنة القيمة المتوسطة والتقريب باستخدامها, والتقعر 
والتحدب ورسم بيان بعض كثيرات الحدود والحدوديات النسبية» اما اشتقاق الدوال الاسية واللوغارتمية 
فقد عرضت في الفصل الرابع الذي احتوى على موضوع التكامل وتطبيقاته, اذ تم التطرق الى التجزئة 
المنتظمة ومجموع ريمان لكن بصورة مبسطة وعن طريق الامثلة بهدف التوصل الى المبرهنة الاساسية 
للتفاضل والتكامل . 

ثم التركيز على ايجاد تكاملات الدوال الجبرية واللوغارتمية والاسية والدائرية وايجاد المساحة بين 
منحنيين وبين منحني ومحور السينات وحجوم المجسمات الدورانية واحتوى الفصل الخامس على موضوع 
المعادلات التفاضلية والذي اقتصر على المفاهيم الخاصة بالمعادلات التفاضلية (الرتبة» الدرجة؛ الحل) . 

ولم يركز عند حل المعادلات التفاضلية الا على فصل المتغيرات, والمعادلات المتجانسة. 

اما الفصل الاخير فقد تضمن تكملة لما درسه الطالب في الصف الخامس العلمي من مادة الهندسة 
المجسمة والمتعلقة بالزاوية الزوجية والمستويات المتعامدة ومفاهيم الاسقاط العمودي والمبرهنات 
المتعلقة بهذه الموضوعات كما اشتمل هذا الفصل على مساحات وحجوم بعض المجسمات . 

وقد روعي في هذا الكتاب وجود قدر كاف من التطبيقات الحياتية والفيزيائية والامئلة والمسائل 
والتمريئات المنوعة . وتوخيئا جهد امكاننا ان تترابط موضوعات هذا الكتاب مع كتب الرياضيات 
للصفوف التي سبقته ومع ما يدرسه الطلبة في دراستهم اللاحقة فضلا عن مراعاة الفروق الفردية بين الطلبة. 

كما نثمن جهود الخبيرين العلميين اللذين ساهما بانجاز هذا الكتاب وهما: 

الدكتور نوري فرحان عذاب2 الدكتور علي يوسف عبد الله 

آملين ان نكون قد وفقنا في ذلك كله . ومرحبين بكل نقد بناء من الطلبة واولياء امورهم او مدرسيهم او 

من ذوي الاختصاص والاهتمام لإثراء الكتاب وتطويره 


واللّه ولي التوفيق 
المؤلفون 


المحتويات 





للسجسكم دده 







طوسمتجكه كدت 







الفصل (لارل 


00 عام 2طر) 


الاعداد المركبة 1111115615 غ2 ©011121) 
الحاجة الى توسيع مجموعة الاعداد الحقيقية. 
الغمليات على مشبيفة الاعزاد المركية. 
مرافق العدد المركب. 

الجذور التربيعية للعدد المركب. 

حل المعادلة التربيعية في (0. 

الجذور التكعيبية للواحد الصحيح. 

التمثيل الهندسي للاعداد المركبة. 


السيغة التطبية الغدد ال كب 


مبرهنه ديموا حل الجزء الحقيقي للعدد 15)2(:2 | 0 005 ] -< - (8)2 
الجزء التخيلي للعدد 2 :(2) 1 | 0 5أ58 ] - لا - (2) 1 
سعة العدد المركب 2 0 - (2) 19 
مقياس العدد المركب 2 2 00م - ||ج|| - ١‏ 
الطرف الايسر اا 
الطرف الامن 80 


الأعداد الكلية 
الاعداد الطبيعية 
الاعداد الصحيحة 
الاعداد النسبية 
الاعداد الحقيقية 

الاعداد المركبة 








لقد درسنا في الصفوف السابقة حل المعادلة الخطية (18:011211012 1112633), وعرفنا انه يوجد حل 
واحد فى مجموعة الاعداد الحقيقية لاية معادلة خطية . 

وعند دراستنا للمعادلة التربيعية تبين أنه لنوع معين منها حل في مجموعة الاعداد الحقيقية, ونوع آخر لا 
يوجد لها حل في هذه المجموعة, مثل المعادلات :(0 -1 +2 ) . (0- 5 +4 + 352) وكما تعلمت 
ان المعادلات التربيعية التي يكون ثميزها (ع48 - 02) عدداً سالباً لا يوجد لها حل في مجموعة الاعداد 
الحقيقية. 


ان ظهور مثل هذه المعادلات في العديد من التطبيقات الفيزياوية والهندسية ادى الى الحاجة الى توسيع 
مجموعة الاعداد الحقيقية الى مجموعة اوسع منها هي مجموعة الاعداد المركبة والتىي سوف تكون موضوع 
دراستنا في هذا الفصل . 

إننا عندما نريد حل المعادلة (82+1-0) أو (1--82) لانحد عدداً حقيقياً مربعه يساوي (1-) 
لذلك نفترض وجود عدد يساوي 1-/. وهو غير حقيقي ونرمز له بالرمز (1) ويسمى الوحدة التخيلية 
(11216] 1113811223597 ) وهو ليس من الاعداد التي تقرن مع العد أو القياس. 

إن العدد (1) يحقق الخواص الجبرية للاعداد الحقيقية ما عدا خاصية الترتيب» ولهذا نستطيع حساب 
قوى (1) كما في الأمثلة الآتية: 


12- 1 

أت 2 151 1-1212 

1-1-1 -12.12 - خل 

ادك 1 اولس 2 “وتلمع جح تت 132 

ذك لأيلا عه ا لولس د ال وو 1 52ل 
1ك قل #واحسو ع اوقلع كه 31 ولمع 2 1 
كذ مقلم كح تكو 1 1ل 





و عاد ره 
حيث 3 و2 7 و0 111 5 بوح6 11 5 1 2- ةو 


حيث  177-140,1,2,...([‏ ولاءعط سا8 ع[امطام 


وهذا يعني انه عند رفع (1) لعدد صحيح موجب فالناتٌ يكون احد عناصر المجموعة [ 1: 1- ,1 ,1 -] 


حيث نقسم أس (1) على (4) والباقي هو الأس الجديد الى (1) . 





فمثلاً : 15-1 لأن ناتح قسمة 25 على 4 يساوي 6 والباقي 1. 
1--13-*1 الأنناتٌ قسمة 99 على 4 يساوي 24 والباقي 3 . 


1 





اكتب ما يلي في ابسط صورة: 
1ل عا و 15 )2 1166 (3) 


)83( 1166 5 |1010 2 10 - 1 


1--12- 2أطل 4ن قت رط 








دول 21 تيز رليك «تركق _تفتسقل 8 
1 
0 _- 13ه: 
4 3 1 1 0 1ر20 


يمكننا كتابة الجذور التربيعية لأى عدد حقيقى سالب بدلالة 1 فمثلة: 





1-41-/. . 16/. - 16ل 
1-51-/. . 25/.- 25-/. 
“انوك زد تايد دزدان 
* قات إحال: 15ايند ]داه 























وبصورة عامة يكون 
0< 9 , أول - 1-/. . ول - مدل 
والآن بعد أن تعرفنا على العدد التخيلى ماذا نسمى العدد (82+21) حيث 2 عدد حقيقىء, 8 عدد 
حقيقي, 1-لن. -1؟ 


ا اند الركب 


يقال للعدد 2+1 - © حيث ,2 عددان حقيقيان 1-لنيء -1 عبد بياكك 
[111331١‏ 0113212) ) ؛ يسمى 2 جزؤه الحقيقى( 233:2 1621 ) ويسمى 8 جزؤه التخيلى 
(221 1112351112197) . ويرمز الى مجموعة الاعداد المركبة بالرمز )١‏ ويقال للصيغة 11+ 2 


الصيغة العادية أو الجبرية للعدد المركب. 














ان اي عدد مركب ذا + ج -» يمكن جعله مناظرا للزوج 
المرتب الوحيد (3,0) 


اذ أن 8,2 عددان حقيقيان, وبالعكس فالعدد الحقيقي 2 يمكن كتابته بالشكل 201 أو (2,0). وان 
العدد 1 (]121[] 112285112235 ) حيث ان: ( 0,1) >1 او 10+11 . 

يقال للعدد 61 <> (82 ,و 0) عدد تخيلي بحت ( 2111255 112225111217 :2111) والعدد 
2-01 حه ©> (2,0) إنه عدد حقيقي بحت (63 20111125 لوعغ]]1 عدا ) . 

فالعدد 31 + 2- عدد مركب , جزؤه الحقيقي 2- وجزؤه التخيلي 3 

والعدد 2- عدد مركب . جزؤه الحقيقي 2- وجزؤه التخيلي 0 

اما العدد 20-31 فهي عدد مركب , جزؤهالحقيقي 60 وجزؤهالتخيلي 3- 
































اكتب الأعداد الآتية على صورة 2+1 : 


وكا رن 3-/.-0-1 100-ك“(ط ‏ 5-زج 
5+01-- 5- (3 

1-101-0+101-/100/ - 100-/ (ط 

1-31 -3-ل- 1- قن 

ك1 1 كد١1‏ كتتلاجان 


كت 
4. 4 4 4 4 


بما ان كل عدد حقيقى 2 يمكن كتابته بالشكل 01 +2 أو (00 2) اي يمكن كتابته على صورة عدد 
مركب جزؤه التخيلى صفر فان هذا يبين أن : 


هوا حي هه 


الاغدان المركة :)1 اعئان. :0 © ٠18‏ 





0 سدم التصدا للركية 


اذا كان : ارط + يهد كو ١و‏ 1رط + بود 


فإن: رطدبرط و يهع ويم عد 








اى يتساوى العددان المركبان اذا تساوى جزءاهما الحقيقيان وتساوى جزءاهما 
التخيليان وبالعكس. 

















مثا 5 5 5 ٠.‏ ع 
: جد قيمة كل من 5 و97 الحقيقيتين اللتين تحققان المعادلة فى كل ثما يأتى . 


0١ 2-1 +-21- 1+1‏ 
و8 2 -<32-41 بط 


© )29+1(- )2-1(1--8+- 1 


1(1-+3)+21-1-+2-1 '. (08 
22-2 جح 2-1-1 .. 
1-خ جك 
7-2-1 جح 7+1و-2 


.. 7-1 


و8 +2 3-41 بط 
ضح و8 - 4 , 35-2 .. 
1خ د خبي: شاب 
-87 و 2 حير 
1 - 8--2-1(1) -2-1) . ن 
ه 22-1-3) - , 8--27+1 .. 
2 - 22- , 9- -298 





1له1] العلبات على مجبيعة الاعياد الركية. 


اولاً: عملية الجمع على مجموعة الاعداد المركبة : 


جم اعد للركية 


ليكن 6,1 + ,8 - ؟ ويط + يه - > حيث /0) © به > فان 
اررط+ برط +ريهة+بهم) دن بج 
وكماتعلمأن: +1 > ( رط+ ,بط) 18 © (,غ + ,28 ) لان مجموعة الاعداد الحقيقية مغلقة 
تحت عملية الجمع . 
0 © 1أررطء رط + ريهة دهم .' 
اي ان مجموعة الاعداد المركبة مغلقة تحت عملية الجمع. 











5 
جد مجموع العددين المركبين في كل ثما يأتي : 


3(3+4-/21 5-3 
5(3, 2-51 
1-1, 31 





3()3+ 4-/231(+ )5 - 2/231( - )3+ 5(+ )4١/2 - 2-/2(1 
-8+22/21 


(2-5)+(3+01)-(2-51)+(6(0)3 
0-5(1-5-51)+(2 +3)- 
(0+33)+(1-1) -31 +(1-1)ك 
1+1 1+3(1-)+(1+0)- 




















خواص عملية الجمع على مجموعة الاعداد المركبة 


تتمتع عملية الجمع على الاعداد المركبة بالخواص الآتية : 
65-0 يفون 7 


فان: 
* الخاصية الابدالية . (011211211]2357167)) © + © © + © (1) 
* الخاصية التجميعية. (4550©0121]15167) ب©+ يه دارع دويع دع بى للف 
* النظير الجمعى. ( 1256156 4001113576 ) )3١‏ 


(6ه-- دع - جد 0 لين +2 دج بع : () © 3 لا +موه-ح» ,:) يعع987 
*العنصر المحايد الجمعي . 1062116 4003111576 يرمز له بالرمز © ويُعرف /) - 01 + 0 -0 -» (4) 









ان طرح أي عدد مركب من آخر يساوي حاصل جمع العدد 
اللوكب الاداسع النظين الحمض للعدد مركي القادى. 





13 .. ن. 


)7-131(- 9-419 


وت4جبفق - 7-131 
وف4- 9 + (7-133)- 
41 - 13-) + و7-9)- 

2-7 ب 





[ 
حل المعادلة : 


5-1-<-+ (و2-41) 
حيث 0 112 





5-1- د-+ (2-41) 


باضافة النظير الجمعى للعدد (2-41) للطرفين 2-41-) +1 5-) << + و41 -2-) +2-41) 


0000 )-5-1+2-2-43 
- )-5-20+2)1+41 


7+1 - ير 


قارا ١‏ هوال# الف سجراس حب ع اماد الك 
لايجاد عملية ضرب عددين مركبين نقوم بضربهما بصفتهما مقدارين جبريين ونعوض بدلاً من 12 العدد 
(1-) كما يأتي: 
اذا كان 1+ به8-,©» ‏ و رط + يه-ب.ه© فان 
جقيط + يق جأرطجبق ديعنو 


32 0 0 
أرط 5 7 قرط يه + قرط به + + ي4ب3 


رطرط 5 قرط يه + قرط 8 د ية به - 


آررطية د رط ب8) + رطرط -ي88) - 








[ملاحقة اذا كان 2 8ع مم أط+وحع فان 
أط ص ةق صصح مم 








- 0 ضصرب الاعداد المركبة 


ليكن 6,13 + ,2 - ,© و 1ر0 + يه - ره حيث ) © رعون فان : 
آرباية + يطبق + ررطرط - يهبة) دن . » 
وكما تعلم : 16 © (رطرط - يهبة) وان 1 ع (رط يه + رطابه) لان 
خآ مغلق تحت عملية الضرب 
لذلك فان 0 © ره .© 
أي ان مجموعة الاعداد المركبة مغلقة تحت عملية الضرب. 











0 
جد ناح كلا ثما يآتي : 


(ذ3()2-3103-5 
42 +0()3 
+2010 


39 +4 ”-(ل 
2 


“علد زقدا)زة 


3(0)2-31703-51( - )6-15(+)-10-9(1 


او يمكن ايجاد حاصل الضرب بالتوزيع 1 9د 
9-191 -6-101-91+1512-(2-31()3-51) 


0()3+ 412 - 9 + 241+ 17 


9+241-6- 
1ت 


أو (7+24--12+12(1) +(9-16) - (3+40()3+4) - 3+4(2) 


1+3 - - 2ئ + - (1 +)أك. 

















و7لدو دقن زه 
2 , 
(1-231+17)+( 2غ +ؤ1+2)- “(1-1)+ “(1+1)زه 


- 21+2)-21(- 0 


خواص عملية الضرب على مجموعة الاعداد المركبة 


تتمتع عملية الضرب على الاعداد المركبة بالخواص الآتية: 
9 ع بويعو ”8 
* الخاصية الابدالية . (011211311]2115167) ) ©« > ب كا كن (1) 
* الخاصية التجميعية. (4550121111]7) ي©كا "١‏ > ب©) > (بكلا ي©) لاك (2) 
* يتوفر العنصر المحايد الضربي (106126167 ©2)157ء1آم18111) وهر (1+01) -1 (3) 
* النظير الضربي (125©156 1162)356ط1)1د81) 
+دج دد1ن 2ج 0:6 +0 سح 3 , 0+0 سع4(9) 
اي ان لكل عدد مركب تعدا الصَفر يوجد له نظير ضربي .1. (يختلف عن الصفر) ينتمي الى 
مجموعة الاعداد المركبة. ا ْ 


[1-3] مرافق العدد المركب 111112261 01[115216) 


5 مرافق العدد المركب 


مرافق العدد المركب 8+1-© هو العدد المركب أط-ه-© . 5212 ,2 9 ؤ 





فمثلاً: 3+1 هومرافق العده 3-14 وبالعكسء. وكذلك مرافق (1) هو (1-) وبالعكس . 
وان 5-41 مرافق 5-41 وبالعكم 3 وكذلك مرافق العدد 7 هو 7 : 




















يتضح من تعريف المرافق أنه د يحقق الخواص الآتدة: 





٠ ٠. ٠. 5 -.‏ 
اذا كان 21 -3- ,© و 1+13- © فتحقق من : 


و لان دياع ,22 وفنه عقن )2 





(3-23)+0+1 د عجن (1) 

-)4-1(-4+1 

(3-23)+0+1 - ن + 6 
4+1 (3+21)+(1-1)- 


ن جو دن + .:. 





تأكد بنفسك إن ©©- )© > ري - 6 
(1+1()3-23)-دعهاح (2) 


1-5-1ب5- 3-21+431-2313- 





وتصبق رفحل - (3-23) (0+1 - وهرنى 
ل5- 2-3(1)+(3+2)- 





ب كا دن ان .. 




















مثغال- 9- . 
جد النظير الضربى للعدد 21 - 2 -© وضعه بالصيغة العادية للعدد المركب . 


لق دشر نصري ليد مر ! 0 





+2 2+2 _ لدي 1 0 


88م 4+4 2+21 2-21 

















.11 
1-+-- 
4 4 
ف : ن أ3-2 , ألا مترافقان فجد قيمة كل من كك 
ا أذ+1 
ألا حي 3-21 
0 ظ 
ال[+كا _ 3-21 
أذ-1 ا 
3-151-21+1017 - > أي + كا 
7-171 لا - فيا 
17- <<« .:. 
7-لا 


مثال- 11- 1 1 6 
110 ىن 3-21-© و 1+1 -,© فتحقق من : 5ع 








0 








217 +21 -3-31 أل ةل 
1+1 1-1 1+1 




















6 3-21 +01 
6 1+1 1-1 
_ 3+21_71+1 _ 3+ 31+ 21+ 21 
1-1 1+1 1+1 
_1+51 15 
2 2 


لاجراء قسمة العدد المركب على العدد المركب نه حيث 


60 





ضع كلا ثما يأتي بالصورة 2+11 : 


1+21 , 2-1 1+1 
وود 7 ذك +3 1 











2_ 21+42 +1_ ألكان11آط_111 


00 عه 7 1+1 11[ 2_0 
ا 2 _ظال-ة 3:41 -6-81 3-41 2-1 _ 2-1 رط 
5 25 25 9+6 2 3-41 3+41 3+41 


4+1 الك ود زيوت 











-0- نفك 2-1-4-1 2-1- 21+[ _ 21 +1 


يمكن تحليل 77 الى حاصل ضرب عددين مركبين كل 
منهما من الصور ة [اجج وذلك : 


11ج - 71ت تور تيع 





55 : ! 
لل دن كر بن العددين 10 » 53 الى حاصل ضرب عاملين من صورة 2+1 حيث 2,2 


9 -10 او 1 + 10-9 © 

- 9-2 - 1-17 

(1-310)1+31) - (3-10)3+13) - 
9 -+ 4 - 53 او 4 + 49 - 53 © 

- 49 - 7 - 4 7 

- )7-21()7+ 21( - )2-710)2+71( 


19 











1. ضع كلاً ما يأتي بالصيغة العادية للعدد المركب : 


12+21 +22-312) , لالاعص" 1طز,ى 124,155 ,15 ,15 


53-1 5 12+13 و 1(4-ل4-2)1و1+1) ,و (10+31)0+61) 

















3-1 ! 
1 1 3 : 
تجلل + (1+1) , ال 7 كمه 5 د 8 1 
4+1 1-1 1+1 24-1 
2. جد قيمة كل من و لا الحقيقيتين اللتين تحققان المعادلات الآتية : 
1+(21(0/21 +2 -81 روط (22+1()82+23) 51 2لا جه 


اا اجن رورجم[ نحا 3 
: 1 


اف ان + 
“1 +1) “1-1 8 1 1 
2 - " : : )5 5-0 2007 
1-3 1+1 6 02+13 2-1(2) 








2 








2) 


4-(1-1(01-12()1-13) ىن 


4. حلل كلاً من الاعداد 85 . 41 . 125: 29 الى حاصل ضرب عاملين من الصورة 4ط +2 حيث 8 ,8 


عددان نسبيان. 





6 برافيانة:. 
الا جا ]2-7 


5- جد قيمة ل , لإ الحقيقيتين اذا علمت ان 
20 








لقد تعلمت أنه اذا كان 2 عدداً حقيقياً موجباً فانه يوجد عددان حقيقيان هما ج/ن+ يحقق كل منهما 
المعادلة ‏ - 2 ويسمى 3+ الجذرين التربيعيين للعدد 2. أما اذا كان 0 -2 فان له جذر واحد هو 0. 
والآن سنتناول دراسة الجذور التربيعية للعدد المركب . 


مثال- 14- :5 
3ك جذرر لتربيي: للسدد :6 + 8-». 
نفرض ان الجذر التربيعي للعدد © هو 1لا + « 


د 61 + 8 - “(ثلر +ع" ٠‏ 
ج61 +8 - “1ر2 + كي 


جح ؤ6 + 8 -ح ز ع2 + تيا - تيرم 


)1( سي لاك لات لا 

من تعريف تساوي عددين مركبين |(2) 0 3 - رج 6 - بهر2 

وبالتعويض من المعادلة (2) في المعادلة (1) ينمج : - |3 
4 

بضرب الطرفين في0 © 2 ينمج : دود لدم 


ج-2-9-0ه«8 - كه 

ج0-(1+)(9-تي) 

0 2 

1-- كا رتهمللانت 8 © «) 1-- «ا او 13-ي 
وبالتعويض في المعادلة (2 ) عن قيمة لا نحصل على : 3 


اك 
كم 











أي أن جذري العدد ‏ © هما 1+ 3 ١‏ 




















مثال- 15- ل 


نفرض ان : 2-5 (8 


25- 2/251+- 25-لدى 





نفرض ان : 2-7 ,)5 
7- لدت 
71ح ج 
نفرض ان (7+1/1) هو الجذر التربيعي للعدد 1- 60 
7212-0-1 +21 تر ج 1 - ح “زولا +ع .. 
(0.......0 - 2 - تير 
1-ك 20 
1- 
2 2-0000 
)2( ار 
وبالتعويض من المعادلة (2) بالمعادلة (1 ) ينتج : 
د 
4# 
بضرب الطرفين في 0 7*6 *“«4 ينمج : 
جد 1-0-«4 
0 -(2«2-1()222-1) 
- 3 - ثم ( يهمل لان 1 > «) 
او 252 5 1 00 
2/. وبالتعويض في (2) عن قيمة »انجد :| 7-7 2 | > لا.. 
حردرت)2ك 
5 


1 
م + - 
































ا | ا أ 
2 | 2ل 
1 | ال )| ا 
2 | 2/ ب" 
.أ ندرا العدة 1-الدربيعان هن ا[ [ح-سجح- 2 
ااال 0 2 يا 
نفرض ان لإ+ا هو الجذر التربيعي للعدد 81 ج زع - :(زيا جين .٠.‏ رك 
083 - 2ل - زرعا2 + تي 
)01 امم اولمح لوي 1( كد كينت شب 
)2( 2ت لاج 8 - 20 
اعد وف نى: الغاالة واقاو ل ماله اام بس 22_16 
وبالسريض من العادلة وضع في العلالة 1 )يس + دكي 
وبضرب الطرفين في 0 ثير ينح :+ 
جد16-0-ه« 
ج0-(4 + :)0-4 
اما 4- -ت, ١‏ يهمل لان كا © «) 
او 02 -يا جح 4 - تي 
وبالتعويض في المعادلة (2) عن قيمة © ينتج : ف د 
12 
2 ]| 2 
2 ] 2 











جذرا العدد 81 التربيعيان هما (219-+2) 1 












































تعلمت من المرحلة المتوسطة ان للمعادلة 0 -» + )اط + 812 حيث 0 # 8 وان 18 > ء ,8 وه حلين 
يمكن ايجادهما بالدستور : ع43- 61/0 د 
23 


وعرفت أنه اذا كان المقدار المميز ‏ ©436- 7 : سالباً فانه لا يوجد للمعادلة حلول حقيقية ولكن يوجد 
لها حلان فى مجموعة الاعداد المركبة . 


مثال- 16- 
ىر دن 5-0 :»د ؛ © في مجبرعة الاعداد الركة. 
| : 
1511100 ان 


10-2 

23 
(4(0()5)-16لن خه _ 
(201 1 
16-0/+4-_ 
0 1 
هل +4 _ 
ا 

2 


اذا مجموعة حل المعادلة هي: (2+1- , 2-1-) 


[ملاحظق من الدستور نعلم ان جذري المعادلة التربيعية 0 <ع +يط + ياج التي 


عة4- الدج _ ”ى. عة4- الد طح ى, 
>جكككتت7 ”تت كل 5 01252552522 
23 23 
. م : 1 6 
ومجموع الجذرين هو : خك بزده» وحاصل ضرب الجذرين هو : سدكت واو .0 
3 3 





ويمكن الافادة من هذه الخواص كما بتي : 
اول : اذا كان 1لا + ا (0 2 لإ) احد جذري المعادلة 0 275 و 0 -دع+اط +2« و 1 ء عرطرة 


فان آلا -» هو الجذر الآخر لها . 
ثانيا : بقسمة طرفى المعادلة 0 - ©82+817+6 على 0 872 نحصل على 


6 2 
0 ح - سير دنهو لد غياءدقغ:: 


0 - (حاصل ضرب الجذرين) + !ا( مجموع الجذرين) - <« 
مثال- 17- : 
93ل بب. ‏ نمادلة التربيعية التي جذرها و2+21) 2 . 


الخل : 
ل أب الجذرين هو: 0 -2-21) +(2-2) -(2-21-2-21) 
حاصل ضرب الجذرين هو : 0-17 - - (2-21-)2-21) 
412١‏ +81 + 4)- - 
81-- 
4 المعادلة التربيعية هي : 





ج-0-(8-)+0«2- ته 


84 - تيرج 722-81-0 


مثال- 18- 5 1 1 
كوَّن المعادلة التربيعية التى معاملاتها حقيقية وأحد جذريها 3-41 . 


| : 7 7 . : 
93ل أن مهاملات المعادلة حقيقية وأحد جذريها ‏ 3-41 


.. الجذر الاخر هو المرافق له وهو 3-41 
مجموع الجذرين - 6 وحاصل ضربهما - 25 


3 المعادلة هي ٠‏ 
0 -25 +"<«ا6-ت»" 








1. حل المعادلات التربيعية الآتية وبين اي منها يكون جذراها مترافقين؟ 


3+1-0+ح22-3 رط 22-2 (2 
0 -(22+22+1)0-1 (ك 222-52+13-0 © 
3-0 +221 -22 ك1 25-0 2جه © 


2. كون المعادلة التربيعية التى جذراها /1/1.1 حيث : 


3-21(7)- ا 1 دري )5 1[ - | 1+2 دالا 29١‏ 
1 


3. جد الجذور التربيعية للاعداد المركبة الاتية: 








: 2 241 +7 ١ط‏ 61- (2 
000 1 
4. ما المعادلة التربيعية ذات المعاملات الحقيقية وأحد جذريها هو: 
02+31 6 5-1 رط 1[ 2١‏ 
4 


5- اذا كان 1 + 3 هو احد جذري المعادلة 0 -([5 + 5) +3 - 2 فما قيمة /) ح 8؟ وما هو 
الجذر الاخر؟ 








ليكن 5 احد الجذور التكعيبية للواحد الصحيح : 
فان 1- 23 فنها : ج3-1-0ج2 
فان و : 
ج0-(2-1()22+2+1) 


أما 1-0+ج +22 او 2-1 


ولحل المعادلة 0 2+1 + 22 نستخدم الدستور : 


عه - “0ل +6م- 5 


2 

23 

)1-4000 1ح _ 
(2(01) 

_-1+/-3 

2 
2 22 
اي ان الجذور التكعيبية للواحد الصحيح الموجب هي : 
وله 1 1 3لا 1_ و1 
2 2 2 2 


ان مربع أي من الجذرين التخيليين يساوي الجذر التخيلي الاخر وهما مترافقان ( تحقق من ذلك ) 
فاذا رمزنا لاحد الجذرين التخيليين بالرمز 00 ”ويقرأ أوميكا 0126882" فان الجذر الآخر هو “00 . 
ولذلك يمكن كتابة الجذور التكعيبية للواحد الصحيح على الصورة : 


1, ©, 07 





وهذه الجذور تحقق الخنواص الآتية : 
02-0 + © +1 رآ 


2, © -1 

ومن الخخناصية الاولى نحصل على الاتي : 
©0--5ن0 +2391 05 -- 0 +1 (2) 1--02 + © (1 
“0-060 -_-]1 رمق ©1-0--2ن وق “نه -1-- © (4 











و *0) 1 1 11 
()ع- سدح د و 0 02 
00 ©00) 00.02 00 
07 - 025 .02-1 .02 - ث0 
00 11 1 1 
1" 1 ةم 5م 9 
1- )1( _ )2 ب كنن 
اتتحطوخو 

00 1 


وبالاستمرار على هذا النحو فان قوى ( () ) لاعداد صحيحة تأخذ احدى القيم : 


وتتكرر هذه القيم كلما زادت الاسس على التوالي بمقدار(3) . 
بمعنى أن : ع 


حيث 11 عدد صحيح 0 2 ,0 -*1 


























3010نم - 23رن 


1 1 2 
دان - )تن - كذنن 


2+(20- 2 
2-1 +0 )3نم - 58 


5 


بمعنى أن : 
باقي قسمة أس ( 0 ) على (3) هو الاس الجديد الى 00 


سسالخا 


مثال- 20- 
اتيت ان + 
1-0+ ”0+ ”07 (ج 
4 - 202(3 +0 + 4)0-- 302(2 + 30 + 5) (م 
0+0*.07+1 .1-07+ ”0+ 1825-07 (ج 
سب الخاصية الاولى) 5 -0 -1+ 002 +0 - 


*[(02 +ه)ة3 + و] - 7 -+ 300 +  )5‏ اللقدار الاول )0 
4- (2)-5-3[2]- 


كذلك 
2071 +00 + 4)2 ح القدارالثاني 
*[00+(4]2)1+075-- 
7ح-] 4 :[20+0-]4-- 
0 585 
4 - 20203 +0 +4)2-- 30205 +وة3 + 5) .. 


29 

















مثال- 21- , ء 
3لا رن زمادلة التربيعية التي جذراها 0 1-1 ,1-105 (2 


0 المعادلة هى : 


2 المعادلة هى : 





2 
1-0 





حاصل ضرب الجذرين 
(1-102(0)1-10) 


- 1-10-1027 


-1-1)0+02(+)-1( )1( 


«2-22 1+ 1-0 


حاصل ضرب الجذرين 





«22+ 0 0 
3 


-1 


5 


لك رط 
1-0 
)32 
مجموع الجذرين 
(1-10) + (102-[) 
(2-1)02+00 - 


مجموع الجذرين 
2 2 


1-0 ( 1-07 
2- 20+ 2-207 





1-02 -0+ 07 


(07+هم)4-2 ل 
(0+007)-2 


---- 
3 





[ . اكقب المقادير الاتية في ابسط صورة : 


1 5 
202 0١ )1+02 4 6 000 


ل اسن 0+0 


2. كوّن المعادلة التربيعية التى جذراها : 














: م 
2-0 2-023 ) 
07 3 
كا بخان 
1 
11 10 
3. ذا كان : 22+2+1-0 فجد قيمة : ةا 
ب الات 
2 1 تو أو 1 1 1 
4. اثبت ان : م 2 0 
كن 3 2-”وسبكن ؛ 3 إعد ا ' 


5 2 
--- :م + > -] 
2 :*(و + )+ '(2ن+)) (ل . 3 مر[ م | 9 








125 0201ب 01 2م لأمأمعوع1رع] عأناء دمامء0 
اذا كان 112 (او 182) يمثل المستوي الاقليدي المتعامد المحورين. فانه باقران كل عدد 0 
ألا+كا رحيث 18 © لا,لا) بالنقطة (/ا,) في 152 نحصل على تطبيق تقابل من 15 الى 117 . 
« لممحا رتل3 
العمليات في 87 (او “11) . 
سوف نتناول في هذا البند والبنود اللاحقة تمغيل بعض العمليات على الاعداد المركبة هندسياً والتي سنطلق 
على الاشكال العي تمغلها اشكال ارجاند نسبة الى العالم ( 1768-1822 ملسهدوعك . 1 .[) وسمي 
المستوي باسم العالم الالماني الشهير غاوس, بمستوي غاوس ( 1777-1855 81155 .0.17)) أو بشكل 
مبسط المستوي المركب ( 212136 20112721©3) ) 
اذ يسمى المحور السيني (2:715-<) بالمحور 
الحقيقي حيث يمثل عليه الجزء الحقيقي ولاب*1) 12 
للعدد المركب اما المحورالصادي 
(35315 - لا) فيطلق عليه اسماتخخور 
التخيلي والذي يمشل عليه الجزء التخيلي 
للعدد المركب . وبالتالي فان العدد المركب *» 
دتتة لدع1 
آ/ا + »ا يمثل هندسياً بالنقطة (لإ,ل) لاحظ الشكل (1 -2)[1 الخو احقيقي 


لا 





© | 111251112177 5 


لو كان1 ,لا + ,كا - ,2 و ولا + يلكا - ث2 
عددان مركبنن ممثلان بالنقطتين 
رلا م 2 دولا , و»1) و1 فان: 
رياه لزيا ) كيد ع 2 
ويمكن تمفيسل 2+ 2 بالسنقئلة 
زولا + رلا, وكا + ,*) روط 

مستخدمين المعلومات المتعلقة بالمتجهات. 
كما فى الشكل (2 -1) : 





اي ان بم 0 ع يم 0+ بم 0 


52 








ان العدد المركب 1لا + يمكن تمثيله بالمتجه م0 وعليه يكون جمع عددين مركبين هو جمع 
اذا اعتبرنا 8 يمثل العدد المركب ,2 - فإن ر8 هي ناتجة من دوران ,م 0 حول 0 نصف دورة . وعليه 
فإن : 
١‏ 42-)1+ رطاعدرة - 2 
والذي يقترن بالنقطة ,2 حيث ,2 ,078,2 يشابه متوازي الاضلاع ,2 ,2 ,08 كما 


في الشكل (1-3). 


(وتت 2 )وم 


- 72 





أي أن يط 0- ,م0 - ,م يم ح يم 0 





09 ا 
(1) ليكن ع1 عدد حقيقى لا يساوي الصفر . 2 عدد مركب فان النقطة التى تمثل 162 يمكن الحصول 
عليها بواسطة التكبير الذي مركزه 0 ومعامله الثابت >1. 


22:2 لكل عدد مركب 7 فان النقطة 17 يمكن الحصول عليها من دوران ربع دورة غعكس عقارب 
الساعة. 




















مثغال- 22- 2 
3ت زمينيات الانية هندسيا في شكل ارجائد: 


21١ 5) )6- 21- )2-51(‏ + 5) + (و3-413) 0١‏ 
61 + 8 -(21 + 5) + (41 + 3) (0 
(3:4) رم 2-2 )م جه 41 + 3 -,2 
(5:2)ر« -(,2),رم ‏ ح- 1 + 5 -,2 


لاحظ : ,06 - ,م 0+ ,م0 
وهو مشابه الى جمع المتجهات. 
ويككون ,رط و[ ,م0 

متوازي اضلاع قطره هو ,م0 





(8:6) رط -(ي2)يم 02 610+ 8- هرمن 2 


31 - 4 - (51 + 2-) + 21 - 6) - 51 -2) -21 -6) ,5 
29-:6 )رمد ره )رم 26-21 


(2:5-)رم-(ي2)رم < 2+51--,2 
لا 







#0 )رظ 
>2 )و (2:5-)رط 


14 32 


20ر2 
65-2 )رط 
(403) ريم-ري2)يم ‏ هج 4+31-,2 


54 











1. اكتب النظير الجمعي لكل من الاعداد الآتية ثم مثل هذه الاعداد ونظائرها الجمعية على شكل 
ارجاند. 


72-1 2-1-1 و1+31--,2 2+31859-,2 


2. اكتب العدد المرافق لكل من الأعداد الاتية ثم مثل الاعداد ومرافقاتها على شكل ارجاند. 


1- -ئ2 و 2-1-1 و21+ 3--<,2 319+ 2-5 


3 ذاكان 21 + 2-4 فوضح على شكل ارجاند كلاً من : 


4 اذا كان 21 - 2-4 21 +1 -,2 فوضح على شكل ارجاند كلا من: 


,2+2 وي2-2 2279 5و322- 








في البنود السابقة درسنا العدد المركب بصيغته الجبرية 1/ا+ 2-76 والديكارتية ( لا ولا) - 2 وفي هذا 
البنبد سندرس صيغة اخرى للعدد المركب تدعى بالصيغة القطبية . وتحويل احدهما الى الاخرى . 
فلو كان لدينا العدد المركب 1ل + 2-6 ومثلناه بالنقطة ( لإ,كا) 2 كما في الشكل 1-6١‏ ) فان: 
(0,6) هما الاح داثيان القطبيان 
للنقطة م حيث 0 يمفل القطب 
و ]0 يمشل الضلع الابتدائي: وهذا 
يعني أن : 

[م6||-» ونم« »دم 
ويكون قياس 0 من رم الى 68 
بأتجاه عكس عقارب الساعة اذا كان 





القياس موجباً. ومع اتجاه عقارب 
الساعة اذا كان القباس سالباً ويكون 
بالقياس الدائري وعليه فأن : 
(1).... 6 05»©* -< - ومعك]1 
....)2١‏ 6 لذو * -لا- (2)]آ 
حيث( 1)2 يرمز للجزء الحقيقي للعدد المركب 2 بيئما ( 2) 1 يرمز للجزء التخيلي للعدد المركب2 
يسمى مقياس العدد المركب 2 (11122161]] 01222163 01 1/100131115) 
وهو عدد حقيقي غير سالب ويقرأ ”2 1200" او مقياس 2 ويرمز له||2|| حيث 2/+ ©«لن, > || - ١‏ 
ومن العلاقتين (1) و (2) نحصل على : 


لد خدووو 
اا » 
2د تكدوقة 
12 » 


اما 0 فقياسها يسمى سعة العدد المركب 111112161 0012201 01 1226126ناع :1ق ) 
واختصاراً تكتب بالشكل (318)2 - 0 





يمكن ان تاخذ 0 عددا غير منته من القيم التي تختلف كل منها 





فاذا كانت 0 سعة عدد مركب فان كلاً من الاعداد : 2076 + 0 حيث 12 عدد صحيح يكون ايضاً سعة 

لنفس العدد المركب. 

اما اذا كانت (0,276] © 0 الدالة على سعة العدد المركب فيقال لها القيمة الاساسية لسعة العدد 
المركب ( 1731116 1م8212 . 


مثال- 23- : 
3ل ون ١‏ 3/.+ 1 - 2 فجد المقباس والقيمة الاساسية لسعة 2 : 


#يو+ “«لن. > |2|| - 2 ممم 


ند دع ]لع 
6 605 
2 || 
3 لد ومن 
نستنتج ان 0 في الربع الاول 2 دا 
1" . 
بح ك2 01 . 
3 (5)72 


مثال- 24- . 5 1 
اذا كان 1 - 1- -2 فجد المقياس والقيمة الاساسية لسعة 2 . 
2 - 1+ ]آل - |2||- 2 0مد1ا 


لح 0 6005 


72 دا 


. نستنتج ان 0 في الربع الغالث - حك ح 0 511 


- 4 
2 دا 


داح لدع - رع ونه ْ 
4 


357 





1 )ان سعة العدد المركب 0 > 2 غير معرفة وذلك لان المتجه الصفرىي 
ليس له اتجاة. 
2)همكن الافادة:فن المقياس والقرمة الاساسية لسعة العون المركن 
بكتاية العدد المركب ل ح- 7 بصورة اخرى تسمى الصيغة القطبية 


حدت] 31إن2 وكما يأتى : 
* 0ه ]لز , 6ؤمم -» 


(6 رزوقزغ 8 وؤعاء 2 8 3زو 1+ 6 يمع دع 


5 ( جهامنة نجع سمم)دمء) |2| - 2 


حيث. |2||-2 0هدط -م ؛ ز 2ج :3 - © هي سعة العده السركب 7 








أغبر عن كل من الاعداد الآتية بالصيغة القطبية : 


23-1 رط 224291 زج 





[2+22--<ج 31 


2/2- 4 + جب -|2||-<ج لمم 
1 2_- 


0 تقع في الربع الثاني - 9 511 
ك0 
اك لبود رد نه 2 
4 ك 
السيغة القطبية للعده الم ركب 2 هي ؛ 


(8 شك زج 6 ومن)ر دع 


5 - 2/3602 9 ْ 








20/3-21 -: (طم 


4 - 16ل - 12+4ل. -2 لمم 


3 _ 2.3 
لدم 05 5 


2 


0 تقع في الربع الرابع 


117 1 : 
حالم رو ويه : 


00 رلك ووزجع؟ يوم 
.٠‏ الصيغة القطبية للعدد المركب 2 هي : 6 511 6 5) 4 -2 








الشكل (1-7) 









7 
* 
حر يل 
م لحم 
© | 0065 وم أ 8 ب مما 
2-8 
8 | مح 
مر | 
7 0 “يم 1 
3 -06060 
5 ات 
اانا 848 8 
يمي 
حت م 
0 | 
+ يه 
- 5 
| 
إوحما 
ل حر 
3 حم 
<< 
اي 
مم 
5 
بر 
ميم 
ره 
35 
مم 
ميم 
9 
0 
<< 
مر 
| 
زع 
لم 









-0+1 





يصسر 5-5 
5-5 
له ام - 
مد 
-1 | 
0 م 
1 5 
<< 
ل ام بع 
م 
5 - 
2-6 
ب- 
| 
ها 
لك 
2 
لمسانا 
- 
35 
- 
1 
بحر 2 
ه كت 
ا ات 
- عي ١١‏ 
كدر 
8 يي 
1 مع 95 د 
ب © 8 بهم 
5 35 
<< 
- 
ا 
6 


الحل : 


لاحظ الاشكا 


ل ا 


نيه : 
4 ب 


مثال- 26- 


0 -1 


عبر عن كل من الاعداد الا 


تية بالصي 
0-1 


اله 


5 
و د 


51 


2١ [1 


من المثال السابق نستنتج الاتي : _ 
(050+15120») -1 


-1<- )0051:+15127( 


2 : 
( وزو 1 + حومن) -1 
م 2 


سدع 311 1 
زر حخونرو1+ ج7جومىن) - 1 
2 2 














0 


و 
وبتطبيق الاستنتاج السابق يمكن أن نضع : (0مهنة0+1وم3)0 -31 -3 


(2)600576+15127 -(1-) 22 - 2- 
(للموف+ ‏ وم)5 -نا5 -ز5 
2 2 


مل 0 -5-)71-7- 


[1-9] مبرهنة ديمواقر. 


حلاء:1'1601' 5 :110171 10 
2 ور# يمكن ان تكتب بصورة: 151260 + 0050 > ,2 , 15180 +0050 ح ,2 
والان سنجد ,2 . ,2 بالصيغة القطبية 
(15120+ 0 6»05)( 5120 1+ 6»056) _ رج << ,2 
ومن 0 مو “1 + 0 وم 0صزو 1 + م مذو 2050 1+ 0و0 050 - 
(0+ 151206 +(0+ 05)6» - [ 0 وم 5126+ 0 ماد 560م0ه] 1+[ 0 2اد 60 مزد - 0 5م60 020560] - 
ولو كان (6- 0) فان العلاقة تصبح 20 151+ 20 605 - “(151260 + 0056) 
ويمكن برهنتها كما يأتي : 
(0 “صنو - 056 00زؤو21 + 70ومع) - “(00زو 1+ 0050) - 115 
(050ء 0منو 1)2+(20مزور_20ومع) - 


15+ - 20 0زو1+ 26 005 - 


وقد توصل العالم ديموافر 1664-1754 ) الى تعميم العلاقة والتى سميت بمبرهنة ديمواقر. 

















0© /190[17 5 719 


كل لا عم ,. 8 © 9 فان 


0 مسن 1+ 6 دمو ع "(0مزو ز+ 50ومع) 








البرهان : (للاطلاع فقط) 
سنتوصل الى برهان هذه المبرهنة بطريقة الاستقراء الرياضي وكما يأتي : 
1) لنعتبر 12-1 فان العلاقة تصبح : 
6 1 مو + 0 051 - '(00زوؤ+ 6وم0) وهي عبارة صحيحة . 
2) لبأخذ 1 <12 ونفترض ان العلاقة صحيحة لكل »| -م . 
أيان ٠20‏ مزوذ+ 0 )ا وم - “(15100+ 050) صحيحة فرضاً. 


3) يجب ان نثبت ان العلاقة صحيحة عندما 1 + 11-12 
'(0منو زع 50مع) '(0منوز+ 0ومع) - "( 0 مو + 0ومح) .. 


(6©! سزوز+ 6! 15120()605+ 0»056) - 

(( 0 + 6)مزو + ( 6 + 5)6م00 - 

10 -+)ا) زد ز+ 205)12+1(0 _ 
وعليه فاذا كانت العلاقة صحيحة عند 1 أي 1 < ع1 , ع[-11 فهي كذلك صحيحة عند 1 +ع]آ -11 
وبواسطة الاستقراء الرياضي فان المبرهنة تعتبر صحيحة لجميع قيم 11. 


3ك" ... رد3---0 


ل 


زو وا 00 
8 8 


37 .31 
:181+ --و0م- 
2 2 


-0+-1)1(--1 




















مثال- 28- 
بين ن. كر برعم 


, م ح 0 فان: 


06م صزة 1 - 6م وى ح "(0مزوأ - 50م) 


الطرف الايسر "[(0مذون1-) + 050 ] - "(0مةو - 0ومع) - 1115 
"[(0-)مذو 1+ 60وم0)] - 
"[(0-)صنو ز+(0-)و0 | - 


وبجعل 6-- م تصبح العلاقة 


"[0مزؤوز+ وؤوم0] - 
9 0 ماوا + 0 م 005 ع 


(6 مطمحامزة 1+( 6 محاومن ع 


الطرف الايمن 068 1512- 560 05 ع 
(و.ه.م) 5 - 
نتيجة لمبرهنة ديموافر: 7 


لكل +8,627 ع6 فان 
»216 + 6 . . 271 +6 ّ 2 
مواء تن وم | مراد جع 








0,1,2,...,5-1 دعا 0 0 








مثال- 29- 1 5 
احسب باستخدام مبرهنة ديموافر (1+1) 


2-1+1 


- 51160 , 5 26056 ,2/. - ممم 


1 
0/2 0/2 
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كلمو + 2 ومن) 2ل 0 
4 4 
الروك ووو لوو !د 0 +]) . 
4 4 
11 
اناك بباقنوون 2 - 
4 4 
11 
ووو لدوونن 2-0 
4 4 
11 
([+1-)32-(+1-)23 ا بلول :2 حٍِ الطروملنيم 5 0- 


1/2 2ل 0/2 2ل/. 


محف (0منوة - 0ومء) - [(0-)مصنو 1 د(0-)ومء] - ' (0مزو 1 د 0وم) 





ويمكن تعميم هذه العلاقة بالشكل الاتي : 


1ج 


0 م ررزو1- 0 م وم ح- 





(6مزو1+ 0ومع) 


0 -1+ تيرحيث (0) >ل”ا 


جد1-0ب+ تيه 


1 -- تي 
5117 31+ 2051 - ير 
1 
00571+151017) - ع .:. 
217 +7 . . 14-217 
ات ول 5 -25 .. 
2 -ع] 
لانه جذر تكعيبى 








فع عا يكن كلو ووو 2 
وخ يكون 3 3 
59 2 
2 2 
بوضع 1-1 يكون 1 +0051 - وا 
10د 
1-- يم 
بوضع 2 -كآا يكون رو + 2 وون - .4 
21_13 بن" 
2 2 
2 1 3/ي 
ٍ كناب أت . | مزلي 
اذأ مجموعة الحل للمعادلة هي : 2 2 2 2 
1 رب نمينة انقطبية للمقدار ‏ *0/3+17© ثم جد الجذور الخمسة ل 
| 
ري ن 5 -: نض : بالصيغة القطية: 
2 -1+ 3ك - دا 
1 . - 
--ح 5100 © 0 
2 


71 71 
-- (2016)2 اح 020 
7 (8)2 5 








22 سنو + ع ومع)22 - 2ج جه دونو زب كأوون |2 -: .:. 
6 6 6 6 


كد لكوم |» -22 
3 3 
1 


1 1 
0 3 تدكوم | 45ح )يم 
3 3 


برع ]ديو ” 21 7 
وزو + قوم ]| 4ا: - 
5 5 








حيث 4 1١‏ ,0 -ع] لانه جذر خامس 


وبوضع 0-؟[ يكون د ا 214 2 
15 15 
71 5/0 _- 27 
وبوطغ | يكوون كمون عدون | 4 -2 
وبوضع 1-2 يكون 0 منعن كقلوون | 2-7 
15 15 
وبوضع 3-][ يكون - نب ع كلوه | 4 2 


ا معن 25و | 1/7 -2 
15 15 
اموب دوو و حِ 2 


وبوضع 4-؟! يكون 





4 
1 . احسب ما يأتي : | مشمسبع شه | (3 
24 24 
3 
|عكمهتب كوو | )0 
12 1382 
2 احسب باستخدام مبرهنة ديموافر (او التعميم)ما يأتي : 
و 
(3+1ك2) (ط "1 -1) رج 


20(7 مزوؤ+ 20 و5مه) 


“(0مذد1- 560مع) *(0متوا+ 0050) (0 32007 مز 1+ 30 ومع) 


ان ند : كط 


4. جد الجذور التربيعية للعدد المركب | 3/.. +1- بأستخدام نتيجة مبرهنة ديموافر ثم الطريقة 
المعروضة في البند [1-4 ]. 


5. بأستخدام نتيجة مبرهنة ديموافر جد الجذور التكعيبية للعدد 271. 


6. جد الجذور الاربعة للعدد 169-) بأستخدام نتيجة مبرهنة ديموافر. 


7. جد الجذور الستة للعدد (641-) بأستخدام نتيجة مبرهنة ديموافر . 









الفصل (لثاي 
170 11م 12 
لفك السك ونان عيت 6 © 


تعريف القطع المخروطي. 
القطع المكافئ. 
انسحاب المحاور للقطع المكافئ. 

القطع الناقص. 

انسحاب المحاور للقطع الناقص. 

القطع الزائد. 

انسحاب المحاور للقطع الزائد. 


البؤرة قبل الانتسحاب 


الاختلاف المركزي 








القطوع المخروطية واهمية دراستها : 





لنبحث اولاً عن وجود مثل هذه القطوع في الكون والطبيعة سوف ترى الكواكب والنجوم تتحرك على 
مدارات اهليلجية ١٠اي‏ المدارات تشبه القطع الناقص) 
وفي الذرة والالكترون يلاحظ المختصون بان 
الالكلترونات تدور حول النواة على مدارات 
اهليلجية ايضا: ومن التطبيقات الاخرى 

للقطوع المخروطية استخدامها في انتشار 

الصوت حيث نلاحظها في الات تكبير 

الصوت الحديثة وكذلك تستخدم في انتشار 

الضوء كما في ضوء السيارة فهو مجسم 

مكافئ وضع في بؤرته مصباحاً . عندما 

ينطلق شعاع ضوثئي من المصباح ينعكس 

هذا الشعاع على السطح المجسم وبصورة 

افقية. وكذلك جميع الاشعة المنطلقة من 

المصباح مما يؤدي الى انارة الطريق امام السيارة. 
ومن التطبيقات الاخرى نلاحظها من خلال الصور 
التالية : 


46 














نلاحظ مما سبق مدى اهمية القطوع المخروطية التي اصبحت دراستها محل اهتمام الرياضيين والفلكيين 
وعلماء الفضاء والميكانيكيين وكان للحضارة العربية الاسلامية دور هام في مواصلة هذه الدراسات بعد 
اطلاعهم على اعمال الرياضيين الاغريق امثال مينشم , وابولتيوس , وبابوس . ومن العلماء العرب الذين 
اهتموا بالقطوع المخروطية ثابت بن قرة وابو جعفر الخازن , واباسهل الكوهي . وابن الهيثم وغيرهم 
كثيرون. 


سبق وتعرفنا في الصف الخامس العلمي على كيفية تولد القطوع المخروطية: الدائرة - القطع المكافئ- 
القطع الناقص- القطع الزائد. حيث يتم الحصول على هذه القطوع هندسياً وكالاتي: 


اذا قطع سطح المخروط الدائري القائم : 

#* بمستو عمودي على محور المخروط الدائري القائم ولا يحوي رأس المخروط الدائري القائم فان المقطع 
يمثل شكلاً هندسياً يسمى دائرة (ع015:1 ) . 

6 بمستو مواز لأحد مولداته فأن المقطع يمذل شكلا هندسيا يسمى القطع المكافئ ” 822185012" . 

بمستو غير مواز لقاعدته ولا يوازي احد مولداته فأن القطع يمذل شكلاً هددسياً يسمى القطع الناقص 
”ع5وم 111" . 

#* بمستو يوازي محور المخروط الدائري القائم ويقطع مولدين من مولدات المخروط الدائري القائم فان 
المقطع يمثل شكلا هندسيا يسمى القطع الزائد ”625018م119" . 


لاحظ الاشكال التالية للقطوع المخروطية : 





الشكل 22-131 





[2-1] القطع المخروطي: 


لتكن (,لإو,ا) نقطة ثابتة في المستوي وليكن 0 - »© + لإ +8 مستقيما ثابتا في المستوي نفسه. 
عندئذ مجموعة كل النقاط التي نسبة بعد كل منها عن النقطة (,آ «,) الى بعدها عن المستقيم 
0 - »+ 7إ+ ه تساوي عدداً ثابعاً (©) تكون شكل هندسي يسمى بالقطع المخروطي . 


مما سبق نلاحظ ان لكل قطع مخروطي (ما عدا الدائرة) ثلاثة مفاهيم اساسية يتعين بها هي : 
1- النقطة الغابتة (,لإد,ا) تسمى بؤرة القطع المخروطي ”1'0©115” . 


2- المستقيم الثابت 0 - + لإ82+ 1ه يسمى دليل القطع المخروطى 7أتاءع1015" . 
3- النسبة (©) تسمى بالاختلاف المركزي “12]11167ع©:1" . 





1 -»6 في القطعالمكافى 010 ط20120» 
[ > © >0:» 1 > © في القطع االناقص «عوم181]1» 
1 6 في القطع الزائد 0[2طنرعم117» 


[2-1-1] المعادلة العامة للقطع المخروطي : 


من تعريف القطع المخروطي نستنتج المعادلة العامة وذلك كما يأتي : 
لتكن 77١‏ ,7) نقطة على القطع المخروطي » عندئذ المسافة بين (707) والبؤرة ,537 ,<3) هي 























“رلا )+ “ا -<«)/. 


والبعد بين (لا) والدليل 0 -©+ لإ5+ 2 هى : لاط جكهاد| 
“اع 7 و/. 
وبموجب تعريف القطع المخروطي فان النسبة بين هاتين المسافتين تساوي (©) اي ان 
5 ار الي 


امخرطيهها 
خبط جكاة| م- “بلا دي + 2( عا يرم فقت 
وبتربيع الطرفين نحصل على معادلة القطع ‏ “62 +82/. 


2 
المخروطى العامة وهى معادلة من الدرجة (ع + لط جهكاج) 2 2 2 
1 1 بت رع ح زرلا يا + ا كا) 
الشانية 32+60 


ع6 


ملاحظة : سنطبق هذه المعادلة على القطع المكافئ لأنه قد تم تعريف الدليل 


[2-2] القطع المكافئ: 1212012 


القطع المكافئ هو مجموعة النقط ( /2/01)01 في المستوي والتي يكون بعد كل منها عن نقطة ثابتة 
(18)2:0 تسمى البؤرة حيث 0 (2 مساوياً دائماً لبعدها عن مستقيم معلوم ”(1“ يسمى الدليل لا 

يحوي البؤرة . 

ايان 1811-2400 لاحظ الشكل (2 -2) : 

وتسمى النقطة 07" برأس القطع 

المكافئ "لزع ال 77 

ويسمى المستقيو(*#)المار 

بالبؤرة والعمود على الدليل بمحور 


1 
القطع المكافيء.حيث لاحظ ان 1- © - 
لقطع المكافئ 7 
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[2-2-1] معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تنعمي لمحور السينات( 37315-:2) والرأس في نقطة الأ 


اتلك اتلك اتلك اتلك اتلك اتلك اتلك اتلك اتلك اتلك اتلك اتلك تك اتلك تلك تاد تلك اتلك لك اثلث لتك للك الك للك ثلك للك للك للك كت ا 





لكك لكك لكك الا ب ل ثلث الام للك ألا ثلث الك اثلث ألا ثلث لك الك لك الك للك الك للك للك لك للك لك كا 50آ| 


في المستوي الديكارتي المتعامد المحورين وبناءاً على تعريف القطع المكافئ يمكن ايجاد معادلة 
القطع المكافئ في ابسط صورة ممكنة وكما يأتي : 
لتكن النقطة (1)2:,0 هي بؤرة القطع المكافئ والمستقيم (1 هو دليل القطع المكافئ , والنقطة 
(لا«8-)0 نقطة على الدليل حيث 210 عمودي على المستقيم (1؛ والنقطة (/إ,11)6 من نقط منحني 
القطع المكافئ والرأس في نقطة الاصل (0,0) . كما في الشكل ( 2-3 ) ١‏ للد ) . من تعريف القطع المكافئ. 
210 - :211 





“الا )+ “زم )ل - “0 )+ زم حا ء 
بعربيع الطرقين 2م م2 + #2 - 2+ 2م هرم 2- ©كرل. 


بالتبسيط “م +م2 + ير - تيرج “م +كرم 72-2 
المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي لمحورالسينات ) 0 ,يم 4 - 5 


لا 


ومعادلة الدليل م--< 





مثغال | 7 جد البؤرة ومعادلة دليل القطع المكافئ “اه ٠/2‏ 


“اه ٠/2‏ 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية 1م4- - لا 


20 2 - 25م جح 8-م4 جه 
2 -م].* 
معادلة الدليل مع كا 


2 ح يندرا 





نال كرر ا 
: جد معادلة القطع المكافئ اذا علم: 


أ) بؤرته (3:0) والرأس نقطة الاصل . 
ب ) معادلة الدليل 0 - 6 - 2 ورأسه نقطة الاصل . 


4 (3:0) -(8,0) 
3 -0م0 هك 
(المعادلة القياسية) ‏ 40 - ثلا ... 
12 -< (3) (4) - ا ج 
٠١/2- 12“‏ 


ب) من معادلة الدليل 2-6-0 
3 -2ا 28-6 
(بفضل التعريف) ‏ 0-3 .. 
بتطبيق المعادلة القياسية 
“ام4- - ٠/2‏ 
121- - تلاج ير 12- << و3) «4-) - ثلا 


5-55 5 
1 جد بؤرة ومعادلة دليل القطع المكافئ 4 72و ثم أرسمه: 


بالمقارنة مع معادلة القطع المكافئ : 
“م4 - تلا 
1-م ج 40-4 جه 
البؤرة (1,0) 1 
معادلة الدليل 1--<« 
ع0 دن جح “4 - 7/2 


25 





























د 1 ؤ 








باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ اذا علم ان بؤرته (3,0/.) والرأس في 
نقطة الأصل . 





البؤرة (3,0/) © . ولتكن النقطة( لاركا)11 من نقط منحني القطع المكافئ, والنقطة 
(/[,3/-) © هي نقطة تقاطع العمود المرسوم من 1/1 على الدليل. 0 ومن تعريف القظع المكافي . 
(بشربيع الطرفين» <وبو ير + 3(2// سدع - 0(2 )+ .ع 
5 377 +ع) - “اج 37ل -ير) 
2 3+ + 2 - 2ن +3 +ع«2./3- 2" 


بالتبسيط 
حدعد ع ا (لا .)ب ع( ا إتحد 0 
(معادلة القطع المكافئٌ) 







ابحو 


























[2-2-2] معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تندتمي لمحور الصادات( 77-2315) والرأس في نقطة الأ 





في المستوي الديكارتي المتعامد المحورين لتكن النقطة ( 1)0:0 هي بؤرة القطع المكافئ . والمستقيم 
0 دليل القطع المكافئ والنقطة١‏ /-,0)2) هي نقطة تقاطع العمود المرسوم من 11 على الدليل » والنقطة 
( لإد“ا)1/1 من نقط منحني القطع المكافئ والرأس في نقطة الاصل (0 ,0) كما في الشكل (2-7) فر 
وبناءاً على تعريف القطع المكافئ فان ©21 -:1/11 

(بتربيع طرفي المعادلة). 2زم حيو 0(2 عر - 2م بمج 4-072 جد 


"(م +لا) - *(م لع + تي ج 


(بالتبسيط) ”م لم 2 + تيا - 2م لم 2 - تراج تير 
لام 2+ لم 2 - كي“ 
المعادلة القياسية للقطع المكافئ 0<م” , لم4 - ت» 


الجدول الاتي يمثل المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه في نقطة الاصل حيث 120 


نخر الاعلى | وده 2 || ند كر || آم 6 ١‏ امه - 2 
نحو الاسفل | 5ل« -لا | م لا ام -.6 | رمه - تم 


نحواليمين | و5إلاج ا | م--<« | (0,0) | “مك م ا 


نحو اليسار || 35 ا | م <<« | (0,م-) ظ “ام4 - ع 2ن 

































































مغال -5 - 
جد البؤرة ومعادلة دليل القطع المكافن 0 - 241 -372. 


[ بقسمة طرفي المعادلة على (3) ] 0 - 241 32 
/ا8 2“ 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ لام4 م« 
و دقدمه ح 
ومن قيمة "| نجد 
البؤرة (0,2) 1 
معادلة الدليل 2--لا 
0 جد معادلة القطع المكافئ اذا علم ان :- 
أ) بؤرته (0,5) ورأسه نقطة الاصل . 
ب) معادلة الدليل 7 - لا ورأسه نقطة الاصل . 





0-5 :0,5 1 
المعادلة القياسية لم4 -تس» 
معادلة القطع المكافئ) 07ت 
7 -«7؟ 
7-م 


(المعادلة القياسية) ‏ لام4 --2<«ا 
لا 28- -ت“ 





جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين (2,4 ) . -4١‏ و 2 ) ورأسه نقطة الاصل . 


آذ المعادلة القياسية 
0<م” , ««م 4ح ثلا 


نعوض احدى النقطتين اللتين تحققان المعادلة القياسية ولتكن النقطة (4, 2) 


(2)(م)(4) -<16 
2-م ب 12-م جدمة -16 
نعوض 2 - (] في المعادلة القياسية 


«(4()2) ح ل 
معادلة القطع المكافئ “8 - الا 
ال 58 


جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويمر دليل القطع المكافئ بالنقطة 
3-59 


| 
00 


اولاً : البؤرة تنعمي لمحور الصادات ثانياً: البؤرة تنعمي لمحور السينات 
مدر “م4 - 2لا 
معادلة الدليل ‏ 5--لا معادلة الدليل 3 -»« 
5-م 3-م 
لام4 -ت« (المعادلة القياسية) م4 - - ٠/2‏ 
/201 تم“ 12 - 0/2 
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[2-3] إنسحاب المحاور للقطع المكافئ : 


[2-3-1] المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي محوره يوازي أحد المحورين الأحداثيين ورأسه 
النقطة كامطن) 





في البنود السابقة تعرفنا على المعادلتين القياسيتين للقطع المكافئ وهما: 


المعادلة الاولى : هي معادلة قطع مكافئ بؤرته تنتمي لمحور السينات ورأسه نقطة الاصل (0,0) . 
المعادلة الثانية : معادلة قطع مكافئ بؤرته تنتمي لمحور الصادات ورأسه نقطة الاصل (0,0) . 
فاذا كان الرأس هو النقطة ( >1 ,12) © فان المعادلتين القياسيتين هما : 
39) لل(ط - »لم4 - 182 - بل 
24 (كآ- لل)م4 دتصطط لىع 
المعادلة الثالثة : تمثل المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه النقطة (>12,1) © ومحورهيوازي محور 


السينات . لاحظ في الشكل (8 -2) الانسحاب لمكونات القطع المكافئ . 





انسحاب (0,0) © -> رعلرط) © 

انسحاب (0,0) 2 -> وعلرط + م)ع ‏ 

انسحاب 0- - عا -ه 12 + م- ح كر 

معادلة المحور >[ - لا 

حيث (0]) في المعادلة (3) » (4) هو البعد البؤري للقطع المكافئ ويساوي المسافة بين الرأس © 
والبؤرة ] ويساوي البعد بين الرأس ومعادلة الدليل اي ان : | 8 - ©| ح م 

ويمكن ان تكون فتحة القطع المكافئ بالاتجاه السالب لمحور السينات كما في الشكل (9 -2) : 


رط »مم4 دتن]1 - بل 


البؤرة (ك1, م- ط) - ع1 , ©) 


ط+م -»يم 
ع1 - 









20 2 2 





هع في البند [3 - 2] (انسحاب المحاور) سنكتفي فقط في 


ايجاد بؤرة ورأس القطع المكافئ ومعادلة الدليل ومعادلة المحور. 





مثال -9 - 





من معادلة القطع المكافئ (2-)12-4 + لا) 


عين الراس 4 البؤرة » معادلة المحور 4 معادلة الدليل. 





بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ. 42-25 - 12 + لل 
ورطدعىم4 - 2وا - بل 

1--<ع]1 ., 2-<طم جه 

(الرأس)  )2:-1(‏ <تايط .. 
4 - م4 


(البؤرة) (1-.3) - و1-,2 +81 2 عآ رط دم .. 





لا 
معادلة المحور >1[ ح- ٠‏ 
0 1-دلا.. 
ط+م- - يا 






معادلة الدليل 1 - »ا 1-2 -2 + 1- ح كر 


000000 





المعادلة الرابعة: تمثل المعادلة القياسية للقطع المكافئ راسه النقطة (>1 , 13) ومحوره يوازي المحور 
الصادي لاحظ الانسحاب لمكونات القطع المكافئ . كمافي الشكل (10 -2). 


7 لا 

انسحاب (0,0) 600 -> (ك0)12,1 الراس بعد الانسحاب 

انسحاب (0, 0) ] كه (0 بآ - البؤرة بعد الانسحاب 5 

كا+دضيط 1 
>[ + م - 00 5 
غم 

(البعد البؤري)» |>1- 0|-م ‏ هج 1-7 لالط 
معادلة المحور 1 -< - ددسرون 0ن ةو سما ننانة 





معادلة الدليل م -ع1 - لا 


الشكل (2-10) 


19 - لل)م4- د *7جط ع 
البؤرة (م ارطع 
معادلة الدليل م6+ع1[-لإ 
معادلة المحور ط-ي» 





الشكل (2-11) 





ناقش القطع المكافئ: «4 + “ا - لإ 


نضيف 4 الى طرفي المعادلة حتى نضع حدود ا في شكل مربع كامل » فنكتب : 
4 + »«4 + 2غ - 4 + ٠‏ 
27+) -4 + لا 
هذه المعادلة من الشكل : 
19 - لا م4 - *7ط دع 


حيث 


الرأس (4- .و 2-) أ مد )ا 5 2--وما 


هذا القطع المكافئ مفتوح الى الاعلى لان من اجل قيم ا الحقيقية ولقيم 4 - << لا وراسه 
4-,2- ) 7تقع البؤرة على بعد + وحدةمن رأس القطع ونحو الاعلى »اي عند ك3 ,2) "وان الدليلمواز 
4 َ 


1 
للمحور << ويبعد 2 4 وحدة من المحور»د . ومعادلته هي للا 


د 


-5 4 


17-2,-4 





الشكل 2-129) 








1. جد المعادلة للقطع المكافئ في كل مما يآتي ثم ارسم المنحني البياني لها . 
أ- البؤرة (0 و 5) والرأس نقطة الاصل . 
ب- البؤرة (4-, 0) والرأس نقطة الاصل . 
ج- البؤرة (0,/2) والرأس نقطة الاصل . 
د- معادلة دليل القطع المكافئ 0 - 3 - لا4 والرأس نقطة الاصل . 


2. في كل مما يأتي جد البؤرة والرأس ومعادلتي المحور والدليل للقطع المكافئ:- 
0-25 4- د تلاو 0 -2/ا16 +2 وط ك4 ةا 2 
0 - /ا-كا6 +تكا 1١‏ 28-6 + 4+ ثلا وء (1-/ل/8 - 12 -) ول 


3 جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين (5 - و 2-) . (5-,2) والراس في نقطة الاصل. 


4. اذا كان دليل القطع المكافئ يمر بالنقطة (4, 3-) والرأس في نقطة الاصل جد معادلته علماً ان 


بؤرته تنعمي لأحد المحورين . 
5. قطع مكافئ معادلته 0 -/472+81 يمر بالنقطة (2 ,1) جد قيمة 4 ثم جد بؤرته ودليله وأرسم 


القطع. 


66. باستخدام التعريف . جد معادلة القطع المكافئ 
أ- البؤرة (0, 7) والرأس نقطة الاصل . 
ب- معادلة الدليل 3//. - ل . والرأس نقطة الاصل . 





[2-4] القطع الناقص 56م1:111: 


القطع الناقص مجموعة من النقط في المستوي التي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين (البؤرتان ) 


عدد تابنت . 








بؤرتا القطع الناقص هما (0©) 1 و (00©)رط والعدد الثابت هو 28 205 5 0( © 
تسمى النقطة التي تقع في منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بين البؤرتين بمركز القطع الناقص 
(0©1267) )2 ويسمى المستقيم المار بالبؤرتين بالمحور البؤري (3535 10©81) ويقطع القطع 
الناقص في نقطتين تسميان رأسا القطع وتسمى قطعة المستقيم الواصلة بين الرأسين بالمحور الكبير 
(2545 :2/13[01) وطولها (28) ايضاً ويساوي مجموع بعدي اي نقطة ( لا ,“)2 من نقاط القطع الناقص 


2 - ,"1م + ,1 0 


وتسمى القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتي تقاطع المستقيم العمود على المحور الكبير من مركز 
القطع الناقص 


4 


عن البؤرتين اي ان : 

















مع القطع الناقص بالمحور الصغير (3315 8111220 ) وطولها (258) حيث 220 ونهايتاه تسميان 





الشكل 22-149 


[ 2-4-2 ] معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة الاصل . 





لاحظ الشكل (14 - 2) 8 - رظام + تام 


8- 0(7-نر)+ تك جيل + “(0 )+ تمر ج 

8- توج تل بعل + ترج 02 -ي«)/, ج 

(بتربيع طرفي المعادلة) تيوس 2 سهمل. - 28 - توج 2 -ي)/, هج 
#رج تل جعر) + تروب تل ج+ير)/. 432-43 - توج 2( -») . ج 

7+ تر جهن 2+ مر + تراج 2 هر )/.4- 432 - تير + تير دين 2 - ير ج 


(بتربيع طرفي المعادلة) ين +35 ح تلاج تق + )لج ج 
تر بين 232 + 4ق -ح | تروب ت جين2 + تهر] 2ج 

بالتبسيط وت ل ينه + فود 22و + 22و )226 + 22ج 

22 كود تررقو ب توت - 2ج 


)01 -2ة)ثوع تبذج بوت - و) نه 
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بما ان »© <8 دائماً فان 0 < 2© -82 وبفرض ان 2- 2ه - 2 حيث 0 رط 


بقسمة طرفي المعادلة على 57 2 


تمثل المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي بؤرتاه على محور السيئات ومركزه نقطة الاصل. 
وتسمى النسبة © بالاختلاف المركزي . 
3 


2 6 7 0 
أي ان كه ويكون دائما اقل من الواحد. 


[2-4-3] معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل والبؤرتان تنتميان لمحور الصادات . 





لاحظ الشكل (15 - 2) 
بنفس خطوات الاشتقاق السابق لمعادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه على 
محور السينات ومركزه نقطة الاصل وباستخدام التعريف (0:9) 9 


نحصل على المعادلة: 





حيث البؤرتان على محور الصادات والمركز في 
نقطة الاصل . 


نلخص ما سبق بالجدول الآتي : 








الصادات ومركزه نقطة الاصل : السينات ومركزه نقطة الاصل : 
2 2 2 2 
, د الع عم الا دي 
المعادلة ا 5 0 )1 
البؤرتان (ع-,0)ر1 و (©:0) ,1 (600 7 رط .و (60 ,رط (2 
الراسان (ه-ور0 عرلا ؛ (8و0)لرماآ (2-3:0يلا ١‏ (42,0),لاآ 3١‏ 


“6 ولد 4 
2 ,و 6ر58 
طول المحور الكبير - 22 6١‏ 
طول المحور الصغير - (21 7١‏ 
المسافة بين البؤرتين -©2 8١‏ 





مساحة منطقة القطع الناقص ويرمز لها 4ه (4162) :307 حم 9 
: 0 “+ 2ج 
محيط القطع الناقص ويرمز لد 5 (1©31526]©5) 75727 , : 2 -2 (10 
ظ ِ “32-6/د_رع 

”ع“ الاختلاف المركزي ويكون دائما اقل من الواحد(1 > ©) « 2 يم 

01 | . : شْ ' 
اقلق ر عرب بتر جد نل عزن سرون سي عر اوري واي 

والاختلاف المركزي . 
0 2 

حاحس ني سر ١‏ 

25 16 


2١ 4“ +317 - 
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بالمقارنة مع المعادلة القياسية بج حيث 252 . 
طول المحور الكبير وحدة 23-10 ج 3-5 ج 25 -32 جه 
طول المحور الصغير وحدة ‏ 20-8 ج 6-4 ج 16- 2م 
3 - ول - 25-16/.- 62- 2وأدىئ 
٠.2 60-3‏ 
البؤرتات ‏ (3,0-) ,5 , (5,)3,0.. 
الرأنان (5,0-)يرلا . (190)5,0 


3 


: 3 
بسرج تي الجا ا - 4+3 


طول المحور الكبير وحدة 2-7 ه27 دود 5 توب 


3 
. 00 1 1 
طول المحور الصغير وحدة - -20 جه ل حم جه - - 2م 
3 58 3 
)- - 9-2 دعجه 2م-2و/ردع 


(الاختلاف المركزي) 21 ٍ- 





مغال ديد ب 
جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه ( 1',)3:0 و (3:0-),1 ورأساه النقطتان 
(5:0) ,رلا هو (5:0-) 7878 ومركزه نقطة الاصل . 


| ءِ 
البؤرتان والرأسان يقعان على محور السيئات والمركز فى نقطة الاصل : 


ود ج 3 حجن جه 
5-*83 تك 25و هه 
5-9-6 2 - 5ع-34- 2ط ج 32-6 - تع جه 

ع الس * 

-_- معادلة القطع الناقص 5 
م جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وينطبق محوراه على المحورين 
الاحدائيين ويقطع من محور السيئات جزءاً طوله 8 وحدات ومن محور الصادات 

جزءاً طوله 12 وحدة, ثم جد المسافة بين البؤرتين ومساحة منطقته ومحيطه. 


2 - - 
00 66 - 6 ج 4 -0 ج 8 -20 


2-6 ج 6- 3 ج 12- 23 

2 2 

1 ددا 

16 6 

25 - 36-16ل - 52- ولد 


المسافة بين البؤرتين ١‏ وحدة < 5لن4 ع2 جه 
28-2 مساحةمنطقة القطع الناقص [367 -6/] 


2 1 وحدة مربعة) +247 - (6()4) -.8 







محيط القطع الناقص 


<<لاتث ثلث إل لك لظ أكث لكا كا ]| 





2 





وحلة 3026 - 2 - منت 27 - 


م 
71 





لعكن 36 - 4 + “ك1 معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه 


[36 +ا] 40/2-6 + 12 


من البؤرة (3,0/.) 


2-3 ج ول. -<ع جه 


2 2 

وبالمقارنة مع المعادلة القياسية 1 

م 2 

3 
و2-3....)1 و 2-9ط 2 , 2-2 
22 3282-2 

بالتعريض عن (1) في (2 ) 36 
3 -<ع ج 9----3 


مثال -15 - 
89ب1ب1- 000000002000121 


والمسافة بين البؤرتين (6) وحدات ., والفرق بين طولي المحورين يساوي )2١(‏ وحدة. 


3 -<© ج 6-ع2 


2 238-26-2 
)01 .......ط+1-خج ج-1حم -ه 
2م 2و-د 2 . 
بالتعويض ‏ “*ط-*(ط+1) 29" 
7م- “م +26 +1 - و 
90-1+20 





تعريض (2) في (1) 5- 1+4-ج 

3-1 

3 8 

معادلة القطع الناقص 0 

جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤتيه بؤرة القطع المكافئ 


12-0 - *لإو وطول محوره الصغير يساوي (10) وحدات 5 


0 -«2-12لا 

“12 ح ثلا 

2 

(بالمقارتة مع المعادلة القياسية). ‏ “46 - لا 
3 -م -12-م4 


ود جوع جه 

2-0 

5- 2م جح 0-5 
322-5-ع0٠.‏ 
659-32-5 

23-4 


2 37 
معادلة القطع الناقص اد 





كاك 8 
امف يوخي :سن معاد انطع اماق الات ب + 


( 1,)2:0 و (2,0-) رط والعدد الثابت -6 


9 تنتمي للقطع الناقص : 
ال ست لاون 28- ,28+ 8م ج 


6 - تلاج “20 )ل + تيرج “(2-«)لء 
بعربيع الطرفين “روج 202 ++ برل - 6 ح ثير+ “(2-ع«)ل/. 
“راج “20 ++ ي) + تبرج “20 + »)ل 36-12 ح تناج *(2-«) 
“باج 4 سيرك + تير + تباج 202 + )36-12 ح *لا+ 4 + يرك -ت» 
بالقسمة على 4 “8 +36 ح ثيراج *(2 + «)لن.12 
بعربيع الطرفين 21 +9 - توج “(2 ).3 
7 -+362 +81 - | 2لا + 4 +4 + ©»] 9 
#يا4 + »36 +81 - #لإ9 + 36 +36 + 6و 
81-6 - 9/2 + 2ير5 





5 - 91/2 + ك5 
2 2 
معادلة القطع الناقص 1- 3_9 
5 9 
2-4-7 ] طريقة رسم القطع الناقص 1111756 عط!' طمة02 . 
2 2 
لا _«* ا ا 
لمكن 5 معادلة قطع ناقص بؤرتاه تنتميان لمحور السينات ولرسم هذا القطع : 
3 


1. نعين النقطتين ( 2,0-),/آ د (8:0) 87 

2. نعين النقطتين ( 6-,01,)0 : (0:5) آنا 

3. نصل بين النقاط الاربعة 01 ,لا ,31 ,لآ على الترتيب بمنحني متصل . 
4. نعين البؤرتين ( 0.©-),1 و (00و©) ,1 
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[2-5] انسحاب المحاور للقطع الناقص. 


تبيئا ان مركز القطع الناقص بانه نقطة تقاطع محوري تناظره , فاذا كان المركز عند النقطة ( علمط) © 
والمحوران يوازيان المحورين الاحداثيين فاننا نحصل على معادلة القطع الناقص في الاحداثيات الجديدة 
كما يآأتى: 


[2-5-1] المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره الاكبر يوازي المحور السيني ومركزه النقطة 
لبط . 





عند انسحاب مركز القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل (0,0) على محور السينات بمقدار 12 من 





لاحظ من الشكل (19 - 2) ان المحور الكبير يوازي محور السينات وطوله (28) ومعادلته»ا ح لا 
والمحور الصغير يوازي محور الصادات وطوله (25) ومعادلته (] > اما البؤرتان بعد الانسحاب فتصبحان 


10 ,ط +ع-) ,18 , © رط +ع )ر؟ والرأسان للقطع الناقص هما (! ,+ 8-) و77 , 1 ,طا+ 77,)3 


/5 





[2-5-2 ] المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره الاكبر يوازي محور الصادات ومركزه النقطة 
كلوط . 





بنفس الاسلوب السابق لمعادلة القطع الناقص الذي محوره الاكبر يوازي محور السينات ومركزه النقطة 
(>11) يمكن التعرف على المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره الاكبر يوازي محور الصادات 
ومركزه النقطة (كآرط) وهي : لاحظ الشكل (20 -2) 





حيث البؤرتان هما 10 +ع-,8) ,17 , (ا لع بط),5 
والرأسان (1 + ه-رط) را , 1+ ضبط) 17 
والمحور الكبير يوازي محور الصادات وطوله (28) 
ومعادلته >1١‏ اما المحور الصغير فانه يوازي محور 


السينات وطوله (25) ومعادلته >ا > لا . 





انقبط 17 


الشكل 2-20(9) 









سنقتصر في البند [5 - 2] على إيجاد مركز القطع الناقص, 
والبؤرتان والرأسان والقطبان» وطول المحورين ومعادلة كل من 





لاه رادت ] جد البؤرتين والرأسين والقطبين وطول ومعادلة كل من المحورين للقطع 
الناقص ثم جد قيمة ©. 


بى العلا 2ع 
25 9 


بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع الناقص . تخياب 2م كا 
ب #احيو رطع 
33 مم 





(2,1) -()ا| ,ط) جل 
طول المحور الكبير وحدة 23-10 ج 2-5 ج 32-25 جه 


طول المحور الصغير وحدة 6 -26 ج 3 حم جه 9و ثم 


القطبان بكليطبط , جكارط + ا 4 - 16/. - و25-9/. 3ع جه 2م 2ج دع 
(5:1) ١ه  )2-1(‏ البؤرتان0| +ع-,ط) رم , (ا+عرط) 8 
(2-,8,)2 , (58)2,5 
الواسان (1 + ه- رط )17 ف اع ةبط)17 
(4-,17,)2 , 1772.6 
معادلة المحور الكبير 72 ٠‏ 
معادلة المحور الصغير 1 - لا 


4 
(الاختلاف المركزري) 22-2>1دع 
3 


77 











1. عين كل من البؤرتين والرأسين والقطبين والمركز ثم جد طول ومعادلة كل من المحورين والاختلاف 
المركزي للقطوع الناقصة المبيئة معادلتها في كل مما يأتي : 








7- 13+ “9 (6 1-:ا2+ “ك*«ا رج 
2 2 2 2 
20ظلل 130 (0 اللكلزا. (شحين 5 
25 9 25 51 


0< 204 + /إ150 - عاك + 72و25 + عا (1 0ح 144+ /ا2+169/2-727-96ا9 (ع 


2. جد المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي مركزه في نقطة الاصل في كل مما يأتي ثم أرسمه: 
أ. البؤرتان هما النقطتان (0, 5) و (0, 5-) وطول محوره الكبير يساوي )12١(‏ وحدة. 
ب . البؤرتان هما( 172, 0) ويتقاطع مع محور السينات عند 14 -< . 
ج. احدى بؤرتيه تبعد عن نهايتي محوره الكبير بالعددين 1, 5 وحدة على الترتيب. 
د. الاختلاف المركزي - .2 وطول محوره الصغير (12) وحدة طولية . 


ه. المسافة بين بؤرتيه تساوي (8) وحدات » ونصف محوره الصغير يساوي (١3)وحدة‏ 1 


3. باستخدام التعريف جد معادلة القطع الناقص اذا علم: 
أ. بؤرتاه النقطتان (0,1+2) ورأساه النقطتان (0,1+3) ومركزه نقطة الاصل . 
ب .المسافة بين البؤرتين١6)وحدة‏ والعدد الثابت(10 )والبؤرتان تقعان على محور السينات ومركزه 
نقطة الاصل. 
4. جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي 
معادلته 0 - 8 + 2لا علماً بان القطع الناقص يمر بالنقطة (3لء , 20/3). 


"4 





5. جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه على محور السيئات ويمر بالنقطتين 
6:29) و (3:4). 

6. جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه نقطتا تقاطع المنحني 
2-32-6/ + كا مع محور الصادات ويمس دليل القطع المكافئ 12 -ث2ل/ا . 


7. جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتميان الى محور السيئات ومركزه في نقطة الاصل وطول 
محوره الكبير ضعف طول محوره الصغير ويقطع القطع المكافئ 0 -ا8 + 2لا عند النقطة التي 
احداثيها السينى يساوي (2-) : 


8. قطع ناقص معادلعه 36 - “لكا + 17 ومركزه نقطة الاصل ومجموع مربعي طولي محوريه يساوي 
(60) . واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته “4/3 - 2لا ما قيمة كل من 
8 ج عارط؟ 


9. جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ /!24 -©< 


ومجموع طولي محوريه (36) وحدة. 


0. جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتيه (1,)4,0 .(4,0-),1 والنقطة (© تنتمي للقطع الناقص 
بحيث ان محيط المثلث 0 يساوي( 24 ) وحدة. 





[12-6] القطع الزائد 610182م 117 . 


القطع الزائد هو مجموعة النقط في المستوي التي تكون القيمة المطلقة لفرق بعدي اي منها عن 
نقطتين ثابتتين (البؤرتان) يساوي عدداً ثابعاً : 











كما في الشكل (22 - 2) 


البؤرتان هما ( 00-),ر1 و (00©) 1 
الرأسان هما د( 0يهرلا د (2:20) ا 87 
والنقطة ١‏ لولا)”1 نقطة من نقاط منحني 


الق عالزائد ومن التعريف [(2-6] 


8 - ,8م - زم | 

حيث 28 عدداً ثابماً يمشل طول المحور 
الحقيقي للقطع الزائد الذي تقع عليه 
البؤرتين والرأسينوكل من 
و51 15م يسميان طلولي نصفي 
القطرين البؤريين المرسومين من نقطة 
(2) والمسافة ,2 ,1 هي البعد بين شد سكم 
البؤرتين وتساوي ©2 وطول المحور المرافق 

او التخيلي هو (25) (وهو المحور العمودي 
على المحور الحقيقي والمار بمركز القطع) . 


























[2-6-1] معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة الاصل . 


من الشكل (22 - 2) وتبعا لتعريف القطع الزائد : 
8 -|ر1م- ظاط| 


22 ,518 ,58 ج 
8 تباج تن سيول - تلاج تل -و«)ل, جل 
“روج تن )ل +20 - ترج 2 -و«)ل, ج 


وبتربيع الطرفين والتبسيط كما مر في معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل والبؤرتان على 


محور السينات نحصل على المعادلة : 














[2-6-2 ] معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور الصادات ومركزه نقطة الاصل . 


اذا كانت البؤرتان على محور الصادات 0:6 )1 
ومحورالسينات هو العمود على ع 7 
من نقطة الاصل كما فى الشكل(23 -2) 
وبنفس الطريقة السابقة نجد المعادلة ‏ ” 





(0رطح 
القيافيسة القشطسع الراتستسسة:. 
2 2 
: »ا 
وهي: 2-21 
65 32 
(ع-و0 )رآ 
الشكل (2-23) 





أى 


ملاحفة الاختلاف المركزي »ء للقطع الزائد يكون آكبر من واحد 


6 
1< -جه 
09 


[2-6-3] طريقة رسم القطع الزائد 11776125012 ع1 طمة6© . 





2 2 


4 
كل ادر ار معادلة قطع زائد بؤرتاه تنتميان لمحور السيئات ولرسم هذا القطع : 
3 


1[ . نعين النقطتين ( 0 و 2-) و (0 25) . 
2 نعين النقطتين 8١‏ , 0) و (١8-و‏ 0). 
3 نكون مستطيلاً من هذه النقط أضلاعه توازي المحورين كما في الشكل (24 - 2). 


02 














4. نررسم قطري المستطيل 
كما في الشكل (24 - 2 ) فهما يمثلان 
المستقيمين المحاذيين لمنحني القطع 5 (87)2:0 
الزائد . 





الشكل (2-24) 


5. نعين البؤرتين ( 0,©-),ر1 ١‏ (0©) ,1 ثم نرسم ذراعي القطع الزائد كما في الشكل (25 -2). 


(0ورع)ب1 


(0 )رآ 





62-25١ الشكل‎ 





0 عين البؤرتين والرأسين وطول كل من المحورين الحقيقي والسرافق للقطع الزائد ثم 
356 654 
0 
: بالمقارنة مع المعادلة القياسية 7ن ير 
82 
طول المحور الحفيقي ١‏ وخدة 23-16 8-2 -3 ج 64- *ج جب 


طول المحور المرافق 


رأسا القطع الزائد هما ( 82,0- 37 د رلرقع 


والبؤرتات هما ( 10,0-عر2, 100 ,]1 








وحدة 2-12 خ د86 -ط ىح 36 - :م + 
64-6 د تع هه جرب ةق - تع 


0ع + 100 - كع ب 





جد معادلة القطع الزائد الذي مر كزه نقطة الاصل وطول محورة الحقيقي - © وحدات 
والاأخيلاف السركري يساوي زقمع والبؤرتان على محور السينات. 





معادلة القطع الزائد القياسية 


32-9ه 3-خق > 23-6 
ميدع بع ات وام جوادد 
3 3 


“+ وح 36 ح تمد ذود ع 
7 خط جه 36-9 - 2ن هب 
000 


59 77 





جد معادلة القطع الزائد الذي مر كزه نقطة الاصل وطول محورة المرافق 4 وحيدات 
وبؤرتاه هما التقطتان: ‏ (#8آيس,0)م , (0,8)ع 


اث 


2 
- بماان الؤرتين على محهور المادات فبعادلمه القبامية 1 - 0 : 


نق 


4 - تمطجحج دم جح 4 207 
8-دعجه اردع 
“لذ ود 








في هذا المغال طول المحور الحقيقي مسار الى طول المحور المرافق مغل هذا النوع من القطوع الزائدة 
يدعى بالقطع الزائد القائم او (المساوي الاضلاعع لان النقاط الاربع تشكل رؤوس مربع وفيه يكون 
الاختلاف المركزي (ع) مقدار ثايت قيمعه (2ليه). 





[2-7]انسحاب محاور القطع الزائد : 





معادلة القطع الزائد الذي مركزه النقطة (12,12) ومحوراه يوازيان المحورين المتعامدين . 


اولاً: عند انسحاب مركز القطع الزائد بمقدار (12) من الوحدات على محور السينات وبمقدار (>1) من 
الوحدات على محور الصادات والمحور الحقيقي يوازي محور السينات تصبح المعادلة. 





كما في الشكل (28 - 2) / 






- رعلكعط), 8‏ كل 
4 


الشكل (2-28) 


حيث المحور الحقيقي يوازي محور السينات 
والبؤرتان هما (ا رط +دع-) ير , (© ,طى) 1 
والرأسان هما 10 ,ط+ ه-) را , كارطا+ة) 7 








ثانيا : يمكن الحصول على معادلة القطع الزائد الذي محوره الحقيقي يوازي محور الصادات ومركزه 
نقطةرعآرط) . 


في هذه الحالة تكون المعادلة للقطع الزائد هي : 





البؤرتان هما (! +ع-,ط)ي8 , ( +ع ,)1 
والرأسان هما ()| + هحرط )7 , (كا+ ,)27 







كلنقرط) 17 


م 


كلنقحبط),ي7ا 


الشكل (2-29) 


سنقتصر في البند [7 - 2] على ايجاد مركز القطع الزائد 
ويورتاه ورأساه وطول المحورين. 
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جد احداثيا المركز والبؤرتين والرأسين وطول المحورين والاختلاف المركزي 


للقطع الزائد الذي معادلته : 
5 2 3 
د تصن “ريه 
4 9 
بمقارنة هذه المعادلة : 1- 1 -لا) 5 “0+2 
4 9 
بالمعادلة القياسية 





طول المحور الحقيقي وحدة 23-6 ج 3 - جح 2-9 جه 

طول المحور المرافق وحدة 4 - 20 ج 2 -م ج 4 - 2م جه 

1 ->ا , 2--طج 

المركز (2,1-) - (ارط) .. 

23 ج 9+4-13- ت جه 2م 2و د 

لان المحور الحقيقي يوازي محور السيئات ()!,ط +ع-)ر2 , ( رط +ع) ,1 .. 


البؤرتان (2,1- 13/) ,1 , (13-2,1/) ,اج 


(ا,ط+ه-) ,7 , وا ,ط+ة) ١7‏ 
الرأسان (5,1-) ,97 , (1,1) 37 
(الاختلاف المركزي) ىر ذال ع دده 





1. عين كل من البؤرتين والرأسين ثم جد طول كل من المحورين والاختلاف المركزي للقطوع الزائدة 

الاتية : 4 -ص9و- :غ16 (ط 8- 125-492 (3 
5 - 18+ 2ه9-:160+ 1622 (0 8 -1(2-4)2-1(2ججو)2 (ه 

2. اكتب معادلة القطع الزائد في الحالات الاتية ثم ارسم القطع : 

أ. البؤرتان هما النقطتان (125,0) ويتقاطع مع محور السينات عند 1+3 - ومركزه نقطة الاصل . 

ب . طول محوره الحقيقي )12١(‏ وحدة وطول محوره المرافق (10) وحدات وينطبق محوراه على 
المحورين الاحداثيين ومركزه نقطة الاصل. 

ج. مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه على محور الصادات وطول محوره المرافق 2.7/2 وحدة واختلافه 
المركزي يساوي (3). 

3. جب د باستخ دام تعريف معادلة القطعالزائد الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتيه 

(2/2:0-) , (20/2:0) وينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين والقيمة المطلقة للفرق بين 

بعدي اية نقطة عن بؤرتيه يساوي (4) وحدات. 

4. قطع زائد طول محوره الحقيقي (6) وحدات واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة 
الاصل ويمر بالنقطتين (1,20/5) , (20/5-,1) . جد معادلتي القطع المكافئ الذي رأسه نقطة 
الاصل والقطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل . 

5. قطع زائد مركزه نقطة الاصل ومعادلته 1292-90 - 135:2 وطول محوره الحقيقي (6./2) وحدة وبؤرتاه 
تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص الذي معادلته 576 -1672 + 92 جد قيمة كل من 16 , 19 التي تندتمي 
الى مجموعة الاعداد الحقيقية. 

6. اكتب معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل اذا علمت ان احد راسيه يبعد عن البؤرتين 
بالعددين 9 و1 وحدات على الترتيب وينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين . 

7. جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتا القطع الزائد الذي معادلته 12 -37972 - 2< والنسبة 
بين طولي محوريه - 2 ومركزه نقطة الاصل . 

8. النقطة .5 8)6 تنعميّ الى القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل ومعادلته 2-3772-12 جد كلا من : 
أ. قيمة يآ . ب. طول نصف القطر البؤري للقطع المرسوم في الجهة اليمنى من النقطة *1. 

9. جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص 1 لآ رب *” ويمس دليل القطع 
المكافع 0 - /121 + 2ئز , 58 
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الفصل (الثالت 


عع1ط1' 7ع1م12ر) 


المشثقات 13ت الرمب-العليا 
المعدلات المرتبطة 

مبرهنتا رول والقيمة المتوسطة 

اختبار التزايد والتناقص للدالة باستخدام المتشقة الاولى 
النهاية العظمى والنهاية الصغرى المحلية 

تقعر وتحدب المنحنيات ونقط الانقللاب 

اختبار المشتقة الثانية لنقط النهايات العظمى والصغرى المحلية 
رسم المخطط البياني للدالة 

تطبيقات عملية على القيم العظمى او الصغرى. 


00" - 0 “ل 
7 


هوط6طعط ,(هة) “كا 





هيد :'لقد .سبق أن تغليت فى الضف الخافس العلمى فى تكرن الدالة قابلة 
للاشتقاق كرفت على قواعد ايجاد مشتقات الدوال الجبرية والدائرية والتفسير الهندسي 
والفيزيائي للمشتقة وفي هذا الفصل سنتناول بعض ال مفاهيم الاخرى وبعض استعمالات 
وتطبيقات حساب التفاضل 


[3-1] المشتقات ذات الرتب العليا (وع7 ةمل مع010 -معطع:11) 





إذا كانت (1)7 > 9[ دالة تتوافر فيها شروط الاشتقاق فان مشتقتها الأولى 10115721356١‏ 11156 ) 


هي )1 - 7 وتمذل دالة جديدة 
4 


والدالة الجديدة هذه إذا توافرت فيها شروط الاشتقاق أيضاً فإن مشتقها دالة جديدة تمثل المشتقة الثانية 
٠ :‏ 2 8 

( 1032157237 20مع56) ويرمز لها بالرمز ()«) 7ع - 0 - ثلا وهذه الاخيرة ايضا دالة جديدة 

فى المتغي 4 ١‏ 6 


وإذا توافرت فيها شروط الاشتقاق فإن مشتقتها تسمى المشتقة الثالثة 


3 
(217217ء12 لعختط1') : ويرمز لها 47*00 - لا 0س 
ُ “م 
وعلى هذا المنوال يمكن ايجاد مشتقات متتالية وبدءاً من المشتقة الثانية يطلق على هذه المشتقات بالمشتقات 
العليا (10©133153615©5 11181263 ) وتكتب المشتقة من الرتبة 13 كما يأتى : 


20000 ل21_ 


00 (")ن حيث 11 عدد صحيح موجب. 
4 





ولنتعرف على رموز مختلفة للمشتقات المتتالية وكما يأتي : 
700 ...ير 640 ,)"6 ,)"6 ,60 


000 
7ل الإثك لإثكه بنو05 لاك 


برام “7 كهرم ” قهرم ” تيرلم ”يزه 





ومن تعريف المشتقات العليا يتضح لنا أن : 


لك لكك شرهك 
03 ين ااه تي« 
واك : 


وكمنال للمشتقات 7 نأخذ الدالة الاتية : ( 5-1 حيث 5 تمثل إزاحة جسم متحرك عند أي زمن], 
2 
فالمشتقة الأولى ()”6 -:- 8 فول السرعة اللحظية لذلك الجسمء والمشعقة العانية )”+ - ََ 015 
0 01 
تمثل معدل تغير السرعة أي د ا ا م الملتحرك . 
أما المشتقة الثالثة للإزاحة بالنسبة للزمن 6و () ”] 27 فتمشل معدل اللحظي لتغير التعجيل 


ومن الأمئلة الفيزيائية الأخرى, حساب درجة الأمان في نظام فرامل سيارة ما يتوقف على أقصى تباطؤ 
(106©©161261012) )يمكن أن تحدثه الفرامل( وهو تعجيل سالب) . 

وعند اطلاق صاروخ للفضاء فإن رائد الفضاء الذي في المركبة داخل الصاروخ يتعرض لتأثيرات صحية 
وهذه التأثزيرات تعتمد على التعجيل الذي يتعرض له هذا الرائد . 

وتستعمل المشتقة الثالفة لدراسة ما يتعرض له راكب قطارات الأنفاق . 





4 
مثغال-1- 
ل إذا كانت 27 08© -لا فجد اط 





الحل يل :5 
2 512 2- لك 
6 
2 
“2 وح 2(2)- - 3 
51127 22 كك 
56 
4 
“2 05ح 24 - 91 
4 
1 2 3 
ا إذا علمت بأن 2-1“+2لإ فبرهن على أن : 0 - فل :. 00 
6 
س0 


نشتق العلاقة المعطاة اشتقاقاً ضمنياً :أي نشتق الطرفين بالدسبة للمتغير ‏ 
:ومن قسمة طرفي المعادلة على 2 نحصل على 22-0 


4 


0-0 
60 
ثم نشتق الطرفين بالنسبة للمتغير 72 

2 

6 ولك لق لاك 

“اك 2ه 6*5 

ولاك لاذه 

0 -2902+1) خخ 
مي 7 

3 9 2 

دونه تك و لك 21 اك 
“اه [/ م “*أ ‏ **01 64 

لله /ال0ى ‏ لاذه 








“2-1 
تن 75 ول )5 2 > “ا ,عا -2/ء ح لا )82 


2 ءا ,0 ع لا ,0 ع 5+ لإا4 -/©2 ب 


2 جد (6")1 لكل ماياتي : 


2س د - ومن ملو )06 3 >ير9ا,»2- 4.6 - )4 (ج 
“و 


595 )2+17 


0 


2 . 
3.إذا كانت 1382 - لا, فبرهن أن ( 2 + 1) ,20 - لا2 حيث ,2 جح ١(الا‏ , 


4. إذا كانت 2 5112 72-لا فبرهن أن 0 -<اومعء4 + يا ثاب 





[3-2] المعدلات المرتبطة 112665 111260 


إذا وجد أكثر من متغير بحيث تتوقف قيمة كل من هذه المتغيرات على متغير واحد يسمى (بارامتر) 
ومثالهُ الزمن فتتغير كل المتغيرات تبعاً لتغيره وحيث أن العلاقة هي ارتباط فإننا نسمي المعدلات الزمنية هذه 
بالمعدلات الزمنية المرتبطة واحياناً بالمعدلات المرتبطة أو المعدلات الزمنية فقط, فمثلاً اذا كان 

(1)0 -*ا ,)و لا 

فالمتغيران لا,ا متغيرين تابعين كل منهما مرتبط بالمتغير المستقل 6 فمن الممكن ربط المتغيرين ببعضهما. 
ويمكن أن نحد معدل تغير كل منهما وكما يأتي : يت 670 _ © والناتجان يمثلان المعدلين 
الزمنيين لتغير كل من ,/ 0 

وقد يتوافر الربط بين المتغيرين في مسألة ما بمعادلة وفي هذه الحالة نشتق الطرفين بالدسبة للزمن ] فعلى 
سبيل المغال من المعادلة 6-0 + /7-41/ا+ 2لا يمكن ايجاد المعدل الزمني لتغير كل من لا,كا وكما يلي : 


0 قن م 0 
ج (0) --ح رلا6 + يك - باج كا) _ 
بابي («6 +4 - الا 5 


“0 _ الك ى الاك “0 
5202 5207 0 م “م لكب للك رج 6 يرج 
فيكون : المعدل الزمني لتغير لا يساوي +0 +0 1 3 
8 


كت لحل أي سؤال يتعلق بالمعدلات المرتبطة حاول إتباع ما يلي إن أمكن: 





1) ارسم مخططاً للمسألة (أن احتجت الى ذلك)وحدد المتغيرات والغوابت وضع لها الرموز وحدد 
العلاقة الرئيسية في حل السؤال. 

2) حاول إيجاد علاقة أخرى بين المتغيرات لكي تقلل من عدد المتغيرات. 

3) نشتق الطرفين بالنسبة للمتغير (الزمن) ]. 

4) عوض معطيات السؤال من المتغيرات بعد الاشتقاق. 

والامثلة التالية توضح ذلك : 














5520 


خزان ملوء بالماء على شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة طول ضلعها 2113 يتسرب منه الماء 
بمعدل 12/ 0.4132 جد معدل تغير انخفاض الماء فى الخزان عند أي زمن 2.1 705 





الحل 


ليكن حجم الماء في الخزان عند أي زمن 1 هو (77)1 
9( تسرب ) وم 00 (الاشارة السالبة تعني نقصان ) 
كك 


طلك 0 
وليكن ارتفاع الماء في الخزان عند أي زمن هو 11 والمطلوب إيجاد 0 زئيدا 


أن الماء يأخذ شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة 
مساحة القاعدة - 4ل رو طلى -9أ.. 
طلك ما حط 17-222 


ل __ 2 
0 0 
مه طك 
وو الى للك ورجوروم 
8 لك 


معدل تغير انخفاض الماء فى الخزان 5 / 0.1132 


مثال- 2- 
ل صفيحة مستطيلة من المعدن مساحتها تساوي “ل 96 . يتمدد طولها بمعدل 


5 2©1113بحيث تبقى مساحتها ثابتة» جد معدل النقصان فى عرضها وذلك عندما يكون عرضها 80112 . 


00 


فى أية لحظة ما نفرض طول المستطيل -«ا 
وعرض المستطيل- لا 


95 - ل معدل تغير الطول 
01 





0 
> حا معدل تغيرا 
5 تغير العرض 
لا - م 
./(ا - 96 
2 ح- يا ج 8 - لا 
نشتق طرفى العلاقة بالنسبة الى مون 2 -روو 2 
لجح كر العواد السو الى ] 01 غ0 
ارب يردن 
0 01 
0-120 
01 
امع 4 16-_لناك 
3 12 أ 


4 
.“. العرض يتناقص بمعدل 10/5© ست 
مثال- 7-3 )| مكعب صلد طول حرفه 86113 مغطى بطبقة من الجليد بحيث شكله يبقى مكعباً. 
فإذا بدأ الجليد بالذوبان بمعدل 8 / 6©1133 فجد معدل النقصان بسمك الجليد فى اللحظة التى يكون فيها هذا 
السمك 112 . 


عر 


نفرض سمك الجليد في أية لحظة - »ا والمطلوب حساب 2 عندما 1-< 


حجو الجليد - حجم المكعب المغطى بالجليد- حجم المكعب الأصلي 
3-3 2 26 +8)ح/ا 


“6 2 /01 
0-:--(2) (ا2 +38 - _ 
1 ( 0 


وبالتعويض عن القيم المعطاة نحصل على : 
221,2 +308 - 6 
غ01 
4ه 


00/5)ا)- لل 
0 


...معدل نقصان سمك الجليد - 58 / 16112 0.0 








منال- اد : 
8 سلم طوله 10132 يستند طرفه الأسفل على أرض أفقية وطرفه العلوي على حائط رأسي, 


فإذا انزلق الطرف الأسفل مبتعداً عن الحائط بمعدل 2122/5 عندما يكون الطرف الأسفل على بعد 8113 عن 
الحائط جد : 

1) معدل انزلاق الطرف العلوي. 

2) سرعة تغير الزاوية بين السلم والأرض. 


الحل 
نفرض عند أية لحظة : 4 لا |حائط 
بعد الطرف الاسفل عن الخائط- »,2 - 656 
بعد الطرف الأعلى عن الأرض حلا . 
قياس الزاوية بين السلم والأرض - 0 (نصف قطرية) 0 و 
بتطبيق مبرهنة فيشاغورس نحصل على : اركن 
0- تل/ا+ تيار (1 
6-<لاج 8-ي 
م لكرج 226 ب (100) 5 ره + 0 


وبالتعويض عن القيم المعلومة نحصل على : 


نع كه ب 2 كرون 
وم - كت ج 5-0 (2()6) +(2)8:)2) 


معدل انزلاق الطرف العلوي 1 





اال الكرووى حو ننم 8 د رقو 0 2 
01 10 غ06 0 ]ل +0 10 
الدويم 1 94 يض 
وبالتعويض عن 10 ينتج إل 10 +0 10 
000 ه8ه الإل 
ومن التعويض بقيمة 2-5 وعن قيمة 0 تحقيل على : 
1-8 0 8 
0 4 10 
1- 06 
سرعة تغير الزاوية 0/5 لتر 
3 غ0 


مثا 5 0 1 ع ع 8 


قاعدته 166©1372 يصب فيه سائل بمعدل 5/ 1127© 5بينما يتسرب منه السائل 1©1137/5؛, جد معدل تغير 
عمق السائل في اللحظة التي يكون فيها عمق السائل 126112 . 16 


_ نفرض بعدي المخروط المائي 
(نصف القطر-ة والارتفاع- 12) عند أية لحظة 
نفرض حجم السائل عند أية لحظة (577)1 
في الشكل المجاور من استعمال 13120 أو من تشابه مثلثين نحصل على 






ولعيف عتحوية 24 
3 24 ما 
1_2 
جدطت رع دن 
3 


يم | 10 :ل - خضي الطرفي بانسبةللزمن 1 





"ل لظت 
01 9 06 
معدل تغير حجم السائل في المخروط -معدل الصب -معدل التسرب. 
واكووم ات ا 3 
0 
وبالتعويض في (1) ينتج 
دروم دن 
0 9 
1 طن 
0-08 
47 غ0 
مثال- 6- 


لتكن 21 نقطة متحركة على منحني القطع المكافئ 2-4ل/ا بحيث يكون معدل 
ابتعادها عن النقطة(7,0) يساوي 0.2131121]/5 . جد المعدل الزمني لتغير الاحداثي السيني للنقطة 1/1 
عندما يكون 4-<72. 


لتكن (/إ,)11 ولتكن (821)7:0 ولتكن المسافة 1/117 تساوي 5 


“+ 49 +14 - “«لن. - 5 جح 1-0(5) + *(2-7«)/,. - و5 
وبالتعويض عن «2-4/ا ينتج 
1024-9 - 2ك//ء - 5 جل 


»«0 5-0 وم “0 28-0 ك0 


لدان يوي الاب بتبم-ز-زْ--بنتدت 
04 10 0 49 بير10- 2.2 ]0 


الحل 


5/]أانا1-ح- 1 جب 
01 








1. سلم يستند طرفه الأسفل على أرض أفقية وطرفه الأعلى على حائط رأسي فاذا أنزلق الطرف الأسفل 
مبتعداً عن الحائط بمعدل 2122/5 , فجد معدل انزلاق الطرف العلوي عندما يكون قياس الزاوية بين السلم 


والأرض تساوي ْ : 


2. عمود طوله 7.2112 في نهايته مصباح, يتحرك رجل طوله 1.8132 مبتعداً عن العمود وبسرعة 
3011131 , جد معدل تغير طول ظل الرجل . 


3 لتكن 1/1 نقطة تتحرك على القطع المكافئ “ا -لا ,جد احداثيي النقطة )1 عندما يكون المعدل الزمني 
لأبتعادها عن النقطة 00 يساوي ثلثى المعدل الزمنى لتغير الاحداثى الصادي للنقطة 111. 
١ ١ ١ 2‏ 


4. جد النقط التي تنتمي للدائرة 108 برع -ير4 + 2ن + 2 والتي عندها يكون المعدل الزمني لتغير < 
يساوي المعدل الزمني لتغير لا بالدسبة للزمن ] . 


5. متوازي سطوح مستطيلة أبعاده تتغير بحيث تبقى قاعدته مربعة الشكل, يزداد طول ضلع القاعدة بمعدل 
5 ويوارتفاعه يتناقص بمعدل 5 / 0.56©112 ,جد معدل تغير الحجم عندما يكون طول ضلع القاعدة 
حق4 والارتفاع 3©112 . 





[3-3] مبرهنتا رول والقيمة المنوسطة 5تاء#معط1' عتله'؟ صوء]3 لصه 5ء1]011 





قبل أن نتعرف في هذا البند الى مبرهنتي رول والقيمة المتوسطة نذكر بعض التعاريف والمبرهنة التي تمهد 
لهاتين المبرهنتين: (للاطلاع) 


تعريف [3-1] 


إذا كانت 1 دالة معرفة على الفترة المغلقة [ 2,0 ] فإن : 





1 تأخذ قيمة عظمى عند © حيث [3,8] © © اذا وفقط اذا 
(7)90 <1)0 نكل[ 6, 3] ع 
2) 1 تأخذ قيمة صغرى عند © حيث [3,82] © © اذا وفقط اذا 





()1)6(51 نكل[ 6, ]اع 


إذا كانت 1 دالة معرفة على الفترة المغلقة [2,5] وكان : 





للدالة 1 قيمة عظمى أو صغرى عند ©> حيث (3,8) © © وأن (©)”/1 موجودة 
فات 2)0-0] 














1 0)0-0) لا 
































عند النقطة © المختلفة عن 2,5 والتي تأخذ عندها الدالة قيمة عظمى أو صغرى يكون المماس للمنحني 
البياني للدالة افقياً (اي موازي محور السيئات) 

والان يمكن أن تفكر في اجابة للسؤال الاتي : 

اذا كان للدالة 4 قيمة عظمى أو قيمة صغرى عند © حيث (3,2) © © فهل يشترط أن يكون 0 -(©) 1 ؟ 
وللاجابة على السؤال اليك المثال الاتي : 


مال 1 لعكن || - 600 ,8 ج [1,1-]: ) 


وكما تلاحظ في الشكل أدناه فإن 

الدالة 1 تمقتلك اعظم قيمة عند كل من 1- - < , 1 - « 

وتمدلك اصغر قيمة عند 0 - ا 

وانت تعلم من دراستك السابقة أن الدالة 1 غير قابلة للاشتقاق عند 0 - « 


اي ان (12)0 غير موجودة . 


“. لا يشترط أن يكون 0 -0)”] 





تعريف[3-2] 


لتكن الدالة 1 معرّفة عند العدد © . يقال عن العدد © بأنه عدد حرج 201111251 1:101621.) ) اذا 
كان 0 -(166 او ان الدالة غير قابلة للاشتقاق في © وتسمى النقطة ( (©)1 , ) بالنقطة الحرجة 














ففى المثال السابق : 
لوم «ادوم؟ ع 8+[1,1ت]:ع 


تلاحظ أن الدالة معرفة عند صفر , وان (0) !1 غير موجودة 
لذا يقال أن العدد ”صفر“ هو العدد الحرج للدالة 2 وان النقطة ((1)0 ,0) هي النقطة الحرجة . 














مبرهنة رول 1126016112" 1601175 


مبرهنة رول : لقد وضع العالم الفرنسي ( متشل رول ) مبرهنة مبسطة لإيجاد نقط تمثل نقطا حرجة للدالة في 
الفترة المعطاة وسميت هذه المبرهنة باسمه. 


ا ل 1 سورههط7 ث 16له5 


إذا كانت الدالة 1 + 

1) مستمرة في الفترة المغلقة [ 2,5 ] 

2) قابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة (2,5) 
3 جه )أدوط)1 








فإنه يوجد على الأقل قيمة واحدة ح تنتمي الى (,2) وتحقق : 0 - 0)'] 











متال-2- بين هل أن مبرهنة رول تتحقق لكل من الدوال التالية؟ وجد قيمة © الممكنة : 


0,4 ع »ا . 2-7)- (201)1 
[11-] > »><« , ك3 »5671-9 
[12-] ح 4 5 00-1« 
-1)0ك6 
(1-,4ئ »ع >< , 1- 


تطيهع © »*« , عآ-ر«)1 جك 


[0,4] ع «« ,2-02 )- )201 


الحل 
الشرط الاول : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [0,4] لأنها كثيرة الحدود. 
الشرط الثاني : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (0:4) لأنها كثيرة الحدود . 
الشرط الثالث : 2-02-4)-(1)0 
100-14 <> 2-4ج2-4)-م1)4 
.”.الدالة ضمن الفترة المعطاة تحقق مبرهنة رول . 
104 

















)70ت نو :]1 

2)0-0--ن):'] 

0--2)0-هج 0دن)'] 
(0,4) © مح .:. 


[1:1-] ع »ع , تيرق +9 ]رط 


الحل 


الشرط الاول : الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [1,1-] لأنها كثيرة الحدود. 
الشرط الثانى : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1:1-) لأنها كثيرة الحدود. 
الشرط الغالث : 5--9+3+1--(1-)؟ 
(40 ع2 (1-)* ج 9+3-1-11-(1)1 
لاتتحقق مبرهنة رول لأن الشرط الثالث لم يتحقق. 
ل ا 3 
(1-,4-] عي كت 


م مجال الدالة - [4.2-] 
1ك 2د راع 59 11 


الشرط الاول: *(1-) جم 
| -1--(1-) سنا 
1(7-)جم 
الدالة لسيت مستمرة لأن ر | 6 ,ا في الفترة [4,2-] 
لا تحقق مبرهنة رول 
لابه © .و عادول و0 
الحل ١‏ 0 
الشرط الاول : الدالة مستمرة على [3,5] لانها دالة ثابتة. 


الشرط الثانى : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (2,5) . 
الشرط الغالث: عل ؤداء 35-1 1 
.'. الدالة تحقق مبرهنة رول . وان قيمة © يمكن ان تكون اي قيمة ضمن الفترة (2 ,2) . 








1م11 قنالة'ا نههقانة 1118 
إذا كانت ] دالة مستمرة في الفترة المغلقة [«8,1 ] وقابلة للاشتقاق على الفترة المفترحة زداره) 


فإئه بوججد على الأقل قيمة واححدة © ينعمي الى ( «8,1 ) وتحمقق : (ه)؟ -زط)) دل)*7 
اب (ة-طيز )"1 >(3)] -زط)] 


والمخطط التالى يعطى التفسير الهندسى لمبرهنة القيمة المتوسظة : 


المماس يوازي الوتر 88 


((ط)؟ با) 8 لمم 


سح 


(*)1 د لا 





(؟ حرط)؛ _ برك 
3-جا ال 


ميل الوتر المار بالنقطتين 4,18 يساوي 
ميل المماس للمنحني عند © - المشتقة الاولى للدالة 4 عند © , ( (©16 ) 


لكن المماس والوتر ستواؤيات لذا يتساوى ميالاههما لقا لظ ريم 











أن مبرهنة رول هى حالة خاصة من مبرهنة القيمة المتوسطة ففى مبرهنة رول يجب توافر شرط ثالث 
0) -(1)3] 

م 600-400 

أي أن الوتر والمماس يوازيان محور السينات 


أي فرق الصادات -0 لذا يصبح الميل -0 فنحصل على : 0 -(©)/] 














مثال- 3- 1 1 
ل برهن ان الدوال الاتية نحقق شروط مبرهنة القيمة المتوسطة واوجد قيم © : 


[1,7-] ع ير 4+لا6م- 7 - («) 3(6 


[40] عير “يا 5 - («ا) 1( 


الحل 
[1,7-] ع كا , 4 ج+كام- 2ه - («) 3(4 
الشرط الأول يتحقق : الدالة مستمرة في الفترة [7: 1-] لأنها كثيرة الحدود. 
الشرط الثانى يتحقق : الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (7, 1-) لانها دالة كثيرة الحدود . 


ميل المماس 2-6 -0) :1 ج 22-6 - 12080 
ميل الوتر م تلحنا 410 -(6؛ _ (4)6 -(0)غ 
8 7+1 -0 
ميل المماس - ميل الوتر 


(1,7-) ع 3ح ج 6-مع2 - 0 

















[4,0] »ا 2.١‏ - 25/ - («) ؟(م 


١ 
]-5,5[ مجال 1 - مجموعة حل اللمتباينة 0 < 22 25 اي‎ _ 
استمرارية4 في [4,0-] : نغبت الاستمرارية اولاً في الفترة المفتوحة (4,0-) - 1 بعدها‎ )1( 


عن طرفي الفترة . 
لعكن 1ع جه 8 ١0/25-35‏ -(4)3 لان © ضمن مجال الدالة 5 / 3 , 0 
(1)0 مدنا - (3)؟ ج 5ح - 1/25 - “كا - 1/25 مطنا - (<) ؟ مستا 


9 تم ة ذ 0 
مسثكمر في ( ( 4-40 -3 - 25-16 ثيم- 25 00 - («)] 11 
“لمجي 0 


جم 


(#00 -<5- 25-0/. - “حا - 25/ه معنا - )1 سنا 
0ج-م (0جم- 


]-4,0[ مستمرة عند طرفي الفترة [4,0-] حه 1 مستمرة على الفترة المغلقة‎ 4.٠. 


» 1 
حححم - 0« / 
)> - 25 


(2) قابلية الاشتقاق: مجال/6- (5.5-) حه 6 قابلة للاشتقاق في الفترة (0 ,4-) لانها محتواة 


كلياً في مجال مشتقة 6 
60 ليل الما بكب- نه _- ,)2 
- 25 - 25/. 
. 1 5-3 _(4ك-)! -(1)0 _ رة)1 رط 
ميل الوتر 2 4 04 0 
ميل المماس - ميل الوتر 
, لط 
ديه 2 
جا ع2-- 25-2/ 
اناسع عن كت ع ىت “عارك 25-7 
و40 ع ولي 





2-40١ )-5,0( 4 6‏ ع6 5 لحم 





اكه اذا كانت #ي 4‏ ها ح (<«ا) # , 8 ج [ط,0]: ) 


1 2 
وكانت 1 تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة عند كم فجد قيمة 8 . 


الحل 
ميل المماس -ع_ 2-4 جدعق- ث3 دل )*1 جديع - 3 - («)') 
2 3 
ميل الوتر واه - تم _ 462-0- 6 _ (4)0 -(0)؟ _ (3)؟ -(6)؟ 
60 0-0 ه-6 
ميل الماس > ميل الوثر 


5-2 ج-0- :(5-2) ج 4-0 ج+مه - 62 ج 4 - - م4 - 2ط ... 





إذا كانت 1 دالة مستمرة ومعرفة على [2:5] وقابلة للاشتقاق في (2,5) ولو اعتبرنا ‏ -0 - (] 
فأن 6+ 3 -ط6 حيث © ح ل ,0 عد ط فانه بموجب مبرهنة القيمة المتوسطة نحصل على : 
-(طع ة)] 
9 : دنم 


()”؟ط+(3)# - (ط + حج)؟ جه 











وعندما يكون اقتراب 8 من 8 قرباً كافياً تكون في هذة الحالة 12 صغيرة ويصبح الوتر صغيراً ونهايتيه 
قريبتان من 8 أي أن المماس عند © سيكون مماساً للمنحنى عند نقطة قريبة جداً من النقطة حيث 3< 
ولذلك يصبح : (ة) ”عط جرزح)غ؟ - رطج+ح)) 


. يقال للمقدار (03 16 التغير التقريبي للدالة. 





التقريب باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة 




















مثال- 0-5 جد باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة تقريباً مناسباً للعدد 26/, 


الخلا لمكن 

0< » الدالة ...</+ - (2) ح لا 
نفرضش 2-5 (اقرب مربع كامل من العدد 26 ) 

5- 25 - (1)05 - (ق)) 

1 
7-7 - ر(يع)'] 
0 0 

1 
0.1- -<(32)'] 
10 ك6 








إل 


زيمن السياعةة (5-3(1')3) +(3)] (0) ] 
ا ا 


(2)'#ط+(5)3؟ 2 (ط+ ة)] 


./26 - 4)25 +1(  4)25(+ )1(')25( 
26ل....‎ - 5 + 1)0.1( - 1 





اذا كان 4+5 + 35 + ”2 -(ا) 4 فجد بصورة تقريبية 


(1.001)) 
الحل 3- 5 +4 +3 +1-(1)] 
4 +6 + 322 -(«)') 
3+6+4-3 -(1)') 


(ة)“/ع#ط+ر(ة)؟ :(ط+ح)) 


01.001 1)1(+)0.001( 1')1( 
-13+)0.001()13( 
- 3 








مثال- 2020-7 مكعب طول حرفه 9.98©113 جد حجمه بصورة تقريبية باستخدام نتيجة مبرهنة 
القيمة المتوسطة. 

الحل ليكن 17 حجم المكعب الذي طول حرفه (« ) 

0- 8 

- 0 


2 - 0-3 دما 








اى ان الدالة تكو د الصيغة 
يي ل تكون على 0 6 تّ 0« 
[9.98,10] ع» 

“7)10( - 10: - 0 

0 - '(3)10 - (10) اج 322 - («) ل 


ص 994 > (0.02()300-) + 1000 > (7)9.98 


111 














مغال- 2-8 لتكن 22« - () + فاذا تغيرت 3 من 8 إلى 8.06 فما مقدار التغير التقريبي 
للدالة؟ 


ل 
الدالة : ©« - () 6 , 8 ج [8,8.06]: ع 








6- 5 
8-2 - 
المشعقة : 0 - )20 اسه 
4 
6- 8-2 دآ 
1 3 
2-23 حت تك (8) 21 زة) 1 
3 318 


اه 1 
التغير التقريبي 0.02 0 (0.06) > (8) ”اط 


مثال- 2020-9 يراد طلاء مكعب طول ضلعه 106111 فادا كان سمك الطلاء 0.156©312 اوجد 
حجم الطلاء بصورة تقريبية وباستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة : 


ا - بان 

يرة عير ٠“‏ 

٠“ (ج)‎ - 7” )10( - )3()10(' - 0 

حجم الطلاء بصورة تقريبية ‏ ©9060 - (0.3()300) 2 (10) را 











مثال 10 


باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة جد وبصورة تقريبية ومقرباً لغلاث مراتب 


عشرية 
على الاقل كلاً من: 6(2/7.8 3+ '(0.98)+ '(75/)0.98 (2 
012 7 17ل 
7 3+ 98)- '(7/)0.98 (3 
3 
الدالة: ٠‏ و كيرب قير - )ع 0 
55 40 + دوم 
3 
تعويض بالدالة: 5151-5-5( 7 درم ] 
انك 44- '()(م)ء' (ل)زة) -(0) -(م)م 
تعريض بالقانون 


(2)“”)ط+ (ة)؟ > (ط+ ة)] 

8ط (0.02(.1)1-)+(7)1 -(0.98)] 
جه (0.02(.)4.6-)+5 -(0.98)) 
 5- 0.092 - 8‏ (0.98)) 


2- -2-ط8 حآ 








..5/)0.98(' + )0.98(* + 3 - 8 








5١ 8 








6 

الدالة : *«ة - («)] 
ال-0 

المشتقة : 2 
التعويض بالدالة : 
التعريض بالمشتقة : 005 - ل - 

يض بالمشتقة : << 12 2 
وبالتعويض بالقائرن : (2)“*#ط+(3)؟ >(1)3+6 2 نحصر على 


))7.8(- +)8(+)-0.2( 4*)8( - 2-)0.2()0.083( 
- 2- 0.0166 - 4 
.. 7.8 4 


6 1717 


5-7 


2- 6 

1 1 
ل 5 0404 0402 
-17-16 -هو-طحط 6 -4+2- *(2)+2(5)-(016)] 





8 ا [5)3ه -(2)+(2)- 1+ نك - (20)016 








)')16( - )0.5()0.5(2 + )0.25()0.5( - )0.5()0.25(+)0.25()0.125( 
- 0.125 +0.031- 6 

الخريض و اخاتره بحص الى (9) ”مط (ة)؟ >-(ط+ة)) 

))17(> 4)16(+)1(416( 

))17(26+)1()0.156( 

.../17 +417 - 6 


1 
الدالة © -(«)] 


المشتقة ع 
5-5 3 5 : 
تعويض بالدالة 5- 7[ '(0.5)) - (0.125)] 
تعريض بالمشتقة 73- 5 5 ا ['(05)]!- (2)0.125] 
3 3 32 3 


وبالتعويض بالقانون نحصل على : 


()”2.طجرة)غ؟ د رم+ح)) 

0ط (0.005(.)1.333-)+(1)0.125 > (0.12)) 

5 -هة 5- 0,5 2 (0.12) 1 
0 5 -(1)0.12] 








35 -<-ح- 0.12 .. 














1. اوجد قيمة © التي تعينها مبرهنة رول في كل مما يأتي : 
١ ١‏ ' [3,3-] عير يرو - ته - (»«) 6( 


1 
2 ايخ 2+5 - () 6 زم 


ننم ير (3-»“) - )ان 
2 . جد تقريباً لكل ما يلي باستخدام نتبجة مبرهنة القيمة المتوسطة : 


“[3)1.04 + *(1.04)(م 3 - 3/63 
1 1 1 
18 0 92 


3. كرة نصف قطرها 6©133 طليت بطلاء سمكه 0.1©132 جد حجم الطلاء بصورة تقريبية باستخدام 
نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة. 

4. كرة حجمها نه 7 .جد نصف قطرها بصورة تقريبية باستخدام نتيجة القيمة المتوسطة. 

5. مخروط دائري قائم ارتفاعه يساوي طول قطر قاعدته فاذا كان ارتفاعه يساوي 2.986©112 فجد حجمه 
بصورة تقريبية باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطه. 

6. بين أن كل دالة من الدوال التالية تحقق مبرهنة رول على الفترة المعطاة ازاء كل منها ثم جد قيمة © : 


[1,3-]ء '(1-*) - («) 3(1 
ددا »ا - تي ح زكا) ط(ط 
[1,4-], “3 - 2ك - زعا)اون 


[0,2]|,. «*ومع2 +<2 ومع - (ها) 4 (0 
7. اختبر امكانية تطبيق القيمة المتوسطة للدوال التالية على الفترة المعطاة إزاءها مع ذكر السبب وإن تحققت 
المبرهنة: جد قيم © الممكنة. 


[1,2-], 1 -جا - تيا ح (ن«و)](3 

[1,5-], 5 +42 - 2ه - (ع«)ط(ط 
4 

[1,2-], دح - (عااون 


71-] 17 +<«)/ة - («) 8( 











3 22 01 1066125115 4110 121251115 101 أوء :1 17217ء2آ اوعلط ع1" 
ان من النتائج المهمه لمبرهنة القيمة المتوسطة هي النتيجة الاتية : 
لتكن 4 مستمرة فى الفترة المغلقة | ,3 | وقابلة للاشتقاق فى الفترة المفتوحة (,3) فإذا كانت 
| 116055 


| 1 ح زطارواء “7 ,0 < (2«)' 171 
متزايدة 


متناقصة 





| 5 + (طرة)ع »,0 > (*) "1 (2 








أما بقية الحالات فسوف لانتطرق لها فى هذه المرحلة. 


شال 1 لتكن 7 - («)) - لا . جد مناطق التزايد والتناقص 


0 
اشارة “2 - + ج بج ب جم + 


دز 


0 <»*«ا ,0 < (»«)') ٍِ. 
آمتزايدة في (0 <<« :عا 3 
0 > «لا ,0 > (»«)') . 

1 متناقصة في (0>«: عا 3 

















مثال- 2- ِ 
جد مناطق التزايد والتناقص لكل من الدالتين الاتيتين: 


2/ة - (») زم “ا - 366+ هاو - («) ) 3١‏ 


ةا + 9- («)”) يفت “ير 6ر3 جهيرو- ز«) ) )2 
6-7 +0-9 
(2-3ت )دن 
الديررودر ب (ا+«ازة-») -0 
نختبر على خط الأعداد إشارة المشتقة الأولى بالتعويض بقيم مجاورة للعددين : 2-1 ,3 -»« 


3 1- 
اشارة ()“«)”) بإ حك مك عاك نك ناك د 


4متناقصة : في 31 <*<:11,1- >< : “] 
متزايدة : في الفترة المفتوحة (1,3-) 








الحل 
2 
- )”+ ج تمرأة - («) 6 زم 
عد ري )1غ 
()”4 غير معرفهاذا كانت 0 >< واي 0 -ا عدد حرج 
0 
قار لالم ور ا لا 


]متزايدة فى [0 <:ا] 0 ا 
2 *# 


متناقصة في [0>*<:<«] 


116 

















لاحظ في الشكل أدناه أن الدالة («)) حلا متزايدة على الفترة (,3) لأن 0<(« » ومتناقصة 
على الفترة (00) لان 247)0(>0 ثم تتزايد في الفعرة (0,5) . 

كباآن 2-0 عم كلمن طن ودير 

تسمى نقطة [[©) 5 ,©) نقطة نهاية عظمى محلية وإن (©) ؟ هي النهاية العظمى امحلية 

1133311211112 21ع1:0) وتدعى النقطة ((0)) 0( نقطة نهاية صغرى محلية وان (0)) هي 
النهاية الصغرى اغلية (1/1113111211111 1.021 ) 


55 0 0 0 
اشارة  67)7)(‏ “بس بس جه + اه 
ب باج7تتتيي ‏ جمتختبب7ب]| تت يي 


تعريف 88 00 


لتكن ؟ دالة مستمرة على الفترة [3,2 ]| وقابلة للاشتقاق عند ©-» التى تنتمى الى الفترة المفتوحة 
(3,6) فاذا كانت: 


ح + لج لج ل + 
اشارة (“)" 6 1 الاانة ااا 01 الل هه 


(طى)ء<»” :0 > )”1 (1 
0 (عبواء »«” :0 < ل ') 
0<ل0)') 


6 الأاضكه كتهت سس دم (طى)ع<©<* 9" :0 < 0 2217 
لك,بو)ء 2<" :0 > )"1 


در 0 <ل)') 


فإن (ع) 6 نهاية صغرى محلية 






































© لكى نختبر القيمة العظمى والصغرى المحلية للدالة 1 بواسطة 
المشتقة الاولى للدالة 1 نتبع الخنطوات الاتية : 





© نحد الاعداد الحرجة وذلك بحل المعادلة 0 -(0) 1 * وليكن ,لا -ا هو أحد هذه الأعداد الحرجة 
© نختبر إشارة ()”6 بجوار ,2-2 فاذا كانت إشارة («) 17 موجبة با > “9 
وسالبة “ا <“«7؟ 
فهذا يعني أن النقطة (() 1 ,«د) نقطة نهاية عظمى محلية 
أما إذا كانت اشارة ()/ 1 سالبة ا > ٠“‏ 
وموجبة ,ا < “«7؟ 
فهذا يعني أن [( 6<) 1 ,,06) نقطة نهاية صغرى محلية 
أما إذا كانت اشارة (17)7 لاتغير قبل وبعد ,ا فلا يكون للدالة نقطة نهاية عظمى ولاصغرى عند 
هذه النقطة , 


1000 > 0 200 <0 









0 <0 







"0> 0 


لا توجد نهايات 


+* سنقتصر فى بحثنا على الدوال القابلة للاشتقاق . 
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مثا حازوت 5 ع 
ل جد نقط النهايات العظمى والصغرى انحلية للدالة فى حالة وجودها اذا علمت أن: 


'(2-ع) +1 - (ه«ا) ؟(ج 
'(2-<) -1 - (ها) ؟(م 
“24 + يرو - تير - ز«) 01 


2-ع كه و روعي 2-0-5 
6-221 دوزم 





ع عاد عل بذ كد اد .لل 


اشارة (“ا)" حلسم 
ار رةه 


تزايد تنافص 
؟ متزايدة في 21 << : 6 
1 متناقصة في | 2 >< : 6 1 
النقطة ((2) 4 , 2 ) > (2,1) تمثل نقطة نهاية صغرى محلية . 





*(2-2)-1<( 7 
(2)2-2--(ع«)') 


دديوك 2-0 
”وبق درم 


2 + سل + بي 





اشارة ()" ] 











1 متزايدة في [2 > <: ] 
ع مساقصةقي 2 عر ير 


٠“‏ النقطة (2,1) تمذل نقطة نهاية عظمى امحلية 


»241 + 9/6 - هر - (ها) 01 
35-18«2+4 -(«)”4 ج 


00-0 ”7م 
0 -(3)82-62+8 جب 
0 -(4()2-2-)3 جه 
2 -ي»ي« 5 4 - نا ج- 


]1)4(-16 ,.  !1)2(- 0 


4 2 
00 #تللش شه "را سد هس 
تزايد تناقص تزايد 


+متزايدة في! 4 < <:  1«“‏ [2 ><«:»«! 


متناقصة فى الفترة المفتوحة (254) 





نقطة النهاية العظمى المحلية (2,20) 
نقطة النهاية الصغرى المحلية (4,16) 


سس نف ددن ١‏ 














2-7 


سحي مت وفستاس وأ 
)8 





تعريف [3-4] 


إذا كانت 1 دالة قابلة للاشتقاق فى الفترة المفتوحة (2,5) فيقال عن الدالة 1 بأنها محدبة اذاكانت 
*] متناقصة خلال تلك الفترة وتسمى مقعرة اذا كانت17 متزايدة خلال تلك الفترة. 

















املاحظة المنحني مقعر في (2,5) (112 ©20116277)) ج>المنحني يقع فوق جميع مماساته في 
رطية) 
والمنحني محدب في (2 ,2) (001111 20116856) ) جه المنحني يقع تحت جميع مماساته في 


(2,5) لاحظ الشكلين( مرف )2 


اذا كانت 1 معرفة في [2,5] ولها مشتقة أولى وثانية على (2,5) فإنها تكون مقعرة على (2,5) 


اذا حققت الشرط الاتى : 








1”)<0 نكل (طره)ع» 


تكون محدبة على (2,5) اذا حققت الشرط الاتي : 
0>()” لكل (طبرح)اع< 


















































منال 1ك 


إدرس تقعر وتحدب كل من الدالتين: 


“ا حلا «2-(*)”1 


الدالة 1 مقعرة على +1 جح اع “« ,0 





“اح «)# رم 
37 - («)”] 
“6 ح («)”] 
0 -ك<«ا6 ج 0-(«)”] 


0 >-».:. 
0-(1)0آ 





اشارة («)”6 





1 مقعرة في [20 56 ]1 محدبة في [2520 1 


في هذا المغال () لاحظ أن المنحني في [0 122:3 محدب وفي [1:2:0 مقعر. 
أي قبل النقطة (0,0) > ((1)0] ,0) المنحني محدب وبعدها مقعر. 


تسمى هذه النقطة نقطة انقلاب (112116©1101 01 801214) 











تدعى النقطة التى تنتمى لمنحنى دالة والتى يتغير عندها منحنى الدالة (من تقعر الى تحدب) أو 














هنال 20 جد نقطة الانقلاب للمنحني : 1 +22-12ن3 -*“«2 -(“«)] 


الحل 
1 +22-12ن3 -ت“«2 -(“«)] 
62-2 - ك6 ح («)”] 
00-12-6)”] 
1000-0 
عت 0 - 1222-6 


11 1 
-ب-ل(م 
1 ب) 





اشارة ())”ع 
00 200 1 
لندرس الان اشارة («) 1 في جوار م 
ا 000 
نلاحظ عن يمين - تكون («17)0 موجبة 


. النقطة لهي هي نقطة انقلاب‎ .٠. 
0 يموي كرودون"1 مان‎ 
2 

















5 
ل جد مناطق التحدب والتقعر ونقط الانقلاب إن وجدت للدوال التالية : 


4ير - تير4 ح («) ]1 (3 
عو ل جبودك هن اذا 
4 


“(2+ا)-4 د عاط نو 
7“ر-غعا2 - 3 - («) (ه0 
32-3 + ها - (“«) 6ه 


“ير ثير4 - ن:) 1( 
122:4 - [«)”) 
“24-12 - (») ”) 


2000000 
ج(»-0-12«)2 
2 





محدبة مقى ا ة محدبة 
2 0 
ا ور نه 
١ |‏ 


اشارة ())؟ ايو٠٠سس‏ لللشطقطئي ممتتتني 


انقلاب انقلاب 


] محدبة في [2< << ! و[2»20: 2 ] 


.'. نقطتا الانقلاب هما : (2:16 ), (0:0) 
مقعرة فى الفترة المفتوحة: (0,2) 











(0)”+ غير معرفة 
ا سج ج هس جب 0 
إنشادة 200 2272222322 7 77ج 


مقعر ميخلات 
1محدبة : في [7:520] 
1مقعرة :2 في [3<:<50] 
لاتوجد نقطة انقلاب لأن 0 لاينتمي لمجال الدالة. 


"زقعيو د 4 د هل 0 


(2 +42 - )ثم 
(2+2) 12(« )م 
ج 0 - (ع“«)ثما 


وسبديوه (2+2) 02-12 





إشارة ()" ا 





الدالة ‏ محدبة فى [17:252-2 و[2- 22:2 ) 


لاتوجد نقطة انقلاب عند 2- - لأن الدالة محدبة على جهتيها 














0( 4 )«<( - 3- 2-7 

ه2-2--[*)”] 

0 > 2--(«)”] 
: ] الدالة محدبة في ]1 لذا لاتوجد نقطة انقلاب. 

١ ) )« - »" + 3-3 


الحل لجميع قيم م عير 6<0+ 1220 -(<) ”1 جد يام + 4 - «)') 


الدالة 4 مقعرة فى 18. لذا لاتوجد نقطة انقلاب 





بدلا من ملاحظة كيفية تغير اشارة "4 عند المرووهالتقطة الخرجة خيتك 0ت (ه)*] 

فانه بامكاننا استخدام الاختبار التالي لنقرر فيما إذا كانت النقطة الحرجة تمذل نقطة نهاية عظمى أو نهاية 

صغرى محلية . وذلك باستخدام اختبار المشتقة الثانية وكما يأتي : 

(1) اذا كان 0 -(©1“)6 وإن 0 > (4”)0 فإن 1 تقمتلك نهاية عظمى محلية عند ©-< . 

(2) اذا كان 0 -(©12)6 وإن 0 <(©)”1 فإن 1 قمتلك نهاية صغرى محلية عند ©-2. 

(3) اذا كانت 0 -(ع)” او ()”1 غير معرفة فلا يصح هذا الاختبار ( ويعاد الاختبار باستخدام المشتقة 
الاولى) . 





بستخدام اخصار المشتقة الثانية ان أمكن, جد النهايات المحلية للدوال الآنية : 
»«1 36-9 - ذه - )ع ك6 6-3-1 -(»«) ؟ ره 


4 


]اك 6-3 - (»«ا) ؟ 2 


)”)«( - 6-6“ 
]2000- 0 


1[ -<<ا جح ه2«ا0-6-6 
0>--(1*)1 ج 6 - [»)”) 


بما أن : 0 (4001 و 0 > (1) . اذا توجد نهاية عظمى محلية عند 1 -لا 
.'. النهاية العظمى انحلية هي: 2 -<6-3-1- [1) ) 


0غد»ا ‏ , هر - ل )رم 
”» 
8 / 
000-0آ 
2-حير جح 0  8-‏ تيا جد .1د 
*» 
+1 دون 
”» 
4- 


- م”] 
4 





بما أن : 2-0-)2) و 20 )”) ' حه توجد نهاية عظمى محلية عند النقطة 2--75 
.”. النهاية العظمى امحلية هي : 3--2-1--(2) ) 

“«9- ك3 - " - زع«) ؟ ك 
62-9 “«3 -«)') 
1200-0 
(1+) (0-3)8-22-3[(0-3)2-3 
1 جاو 3ج حك 
62-6 - (»«)”) 


عندما 3-<<ا فان 12<0- 18-6-(3”] ج 


.". توجد نهاية صغرى محليةهي 027-- 27-27-27 -<(1)3 
وعندما 1- - فان 0--6-6--(1-)”] ج 


1)-1(-5 توجد نهاية عظمى محلية هي‎ .٠ 


4 +عر) 4 - هرمع دك 
(ا+») + - )”2 
0 -200] 

1- -»ا ج (1+»«) 0-4 

)”)« --12 +1 

000000 0 10-0-)”) 
هذه الطريقة لا تصح نعود الى ملاحظة تغير اشارة 1 بجوار 1--2 


1< :دن عد د عد رد 


م تزايد 


اشارة ()”6 
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وبما أن 1 متزايدة في [2-1::] 
ومتناقصة في (1-::12 
.'. توجد نهاية عظمى محلية هي : 4-:(1+1-)-4-(1-)) 


5 
َ لتكن 2218 , معوعر, 3 ب تمر - ()] 
ا 


فجد قيمة 8 علماً أن الدالة تمتلك نقطة انقلاب عند 1 >2 , ثم بين أن الدالة 4 لاتمتلك نهاية عظمى 
| 23 3 , 
حل -- +2 - )”17 جد -5--غ2 -(»«) '1 جه 5نم - )ع 
4 4" 4 
23 
لتكت اسم / 
2 سمان 


1- - ج ج 0- ,2 +2 جح 


ل مد )ع ٠‏ 
4 


8 ع2" , 0-6<0”+ جه 0000-2-3 ج بدو 
لداسمم # 


2 


1 توجد نهاية صغرى محلية عند‎ ٠٠ 
2 





مثال- 2020-3 عين قيمتى الثابتين 5,8 لكى يكون لمنحنى الدالة 6 + “3 + “ا > لا نهاية عظمى 
محلية عند 1- - ا » ونهاية صغرى محلية عند 2 - ا ثم جد نقطة الانقلاب . 
اط »0ط + “اج + ذير ح بلا 


6 جيرجح3«“5+2 - 0 جل 
4 


بما أن للدالة نهاية عظمى محلية عند 1- -« 


(3-28+6...)1 - 0 جم (1-)و2 + *(1-)3 -0 


بما أن للدالة نهاية صغرى محلية عند 2 -«ا 


(49+6....)2 +12 - 0م +(28)2 + :(3)2 -0 
وبحل المعادلتين (1) و (2) آنياً نحد ان : 








322-32-6 - لدج 
6 
2 
وميرع ت 2 ى 
1 56 
+ ب ب ب + + 2 0 
تقعر حدب 0 
وم د عم ]1 00 1 - ح ير جك 
بما أن 1 مقعرة في ال ومحدبة في 0 
13 6 .12 
ختسح: حتت 3 
8 2 








مثال- 4- 525 1 
اذا كان منحني الدالة : ع + يرط + تيرج ح (ع«) ) 


مقعر في (1<:>1 ومحدب في (1 <«:] 


ويمس المستقيم : 28 -“ا9 + لا عند النقطة (3,1) فجد قيمالاعداد الحقيقية 262,3 . 

حر 
'.' الدالة مستمرة لأنها كثيرة الحدود .مقعرة في |1 > :1 ومحدبة في [1 <ا:«! فهي تمتلك 
نقطة انقللاب عند 1 - 7« 


.. 1" )«( - 33“ + 2«“ 


26 +<«اة6 - («) ”7) 


0 0 - 26+ 6 ج 0 - (1)”) 


(1)... و3--م جح 0-0 +3 


ميل المماس 28 -«ا9 + لا هو 2-9 


(67*)3 هوميل المماس لمنحني الدالة ؟ عند 3 - 


27+60 -(1')3 
3+ 9-273+60 - 
[2 امه 3-98+26- جح 


النقطة (3,1) تحقق معادلة منحني الدالة © + “اط + “كاه - (<) ؟ - لا 


15 





(3)... ع+ط273+9 -1... 
وبالتعريض من (1) في (2) ينتج: 

3 -(3-1--1-0- - ججح (38-)3-93+2 - 
وبالتعويض في المعادلة (3) ينتج : 


[-دع جع +27 +27--1 
ال 2 5د 2 3 
اذا كان للدالة ©+ 35 + “كاج -() 4 نهاية عظمى محلية تساوي 8, ونقطة 
انقلاب عند 1- لا فجد قيمة 8 © ©,3. 
الحل 
عند 8-1 توجد نقطة انقلاب 
-(1)” 


“«6 + “3 -(«)”) 
0 -(1”*)1 ج 6+<«اج6 - («)”] 
1--وج 6+6 -0.'. 
ع + 30 + ا - (ك«) ) 
“6 + 32 - -(«)”) 
ك ودريز "| 
جد62-0+:382- 
حرجتان 2-<*,0-< جح 0-(2-)»«3- 
اشارة (ع)67 دل ل 1 
؟ تمتلك نهاية عظمى محلية عند 2 - ا 
النقطة (2:8) نهاية عظمى محلية و تحقق معادلة منحني الدالة : 
١‏ ع + 36 + ةير ح («) ) 
5.. 


4 دقع جدنع +8+12-- 














1. لتكن 6+ا6- “لاج -(<)4 حيث ان 8 ©4,8[,5-] © 3 جد قيمة 2 اذا كانت : 
أ) الدالة 1 محدبة ب) الدالة 1 مقعرة : 


2 اذا كانت (2,6) نقطة حرجة لمنحنى الدالة “(-*)-23>-(*) ؟ فجد قيمة 8 © 8,5 
وبين نوع النقطة الحرجة. 


3 ذا كان »0 + '«ط+ "3 -() ؟ ,1-12-()9 وكان كل من 0,1 متماسان عند نقطة 
انقلاب المنحنى 1 وهى (11-, 1) فجد قيمة الثوابت 8 © عوصطارة. 


4. اذا كانت 6 تمثل نهاية صغرى محلية لمنحنى الدالة © +'- 36 -() ؟ فجد قيمة 8 © © 
ثم جد معادلة ثماس المنحني في نقطة انقلابه . 


5. ذا كان »نه + يط + *كاج ح («) ] وكانت 1 مقعرة 2851 ومحدبة1> «ا وللدالة 1 نقطة 
نهاية عظمى محلية هى (1:,5-) فجد قيمة الثوابت 8 © ©,2,8. 


6 .لمكن 0جبكا, (368/]0 .2د )ع 
2 


7. المستقيم 3-7-7 يمس المنحني ©6 97-3371121 عند (1- 9 2) وكانت له نهاية محلية 
عند 7 جد قيمة 8] حعع,3,2 وما نوع النهاية. 





[ 3-8] رسم المخطط البيانى للدالة «متاعصبظ ومنطمهة6 


ولكي نرسم المخطط البياني لدالة معطاة نتبع الخطوات الاتية : 





1) نحدد أوسع مجال للدالة : 

فاذا كانت الدالة حدودية (20177120112121) فإن أوسع مجال لها هو غ1 

اما اذا كانت دالة نسبية (9006 ب (هر) م فان اوسع مجال لها هو [0 2 (*«)!: 8 © «) 
)ا 

2) نبين نوع التناظر للمنحني هل هومع محور الصادات أم مع نقطة الاصل ؟ 

19 8 ج ‏ : 1 متناظر حول محور الصادات > 
(00* --)غ ج لم ع (ا-)3 8 ع “ا 


(11) 8 ج ل : 1 متناظر حول نقطة الاصل © 

400 --<«-)غ] ج لم ع (غا-)3 8 ع« 
3) نبين إن كان منحني الدالة يقطع المخورين أم لا؟ 
اي نجعل 0-ا ونجد قيمة لا (ان امكن) فجد بذلك نقط التقاطع مع محور الصادات . 
ونجعل 0-لا ونجحد قيمة أو قيم ا (ان امكن ) فجد بذلك نقط التقاطع مع محور السينات 
4) نحد المستقيمات المحاذية الافقية والعمودية في الدوال النسبية إن وجدت : 
(1) فاذا كانت -رجعر0 -000 ونجد قهم» 


ولتكن 2-3 فهي تمذل معادلة المستقيم انمحاذي العمودي (457712226016 [لهء1)1ء7 ) 

رفة) واذا كانت الكل ب يربجعر0 - ( /ا)23 ونجد قيمة ([ ) (ان امكن) ولتكن <1 -/إ فهي تمثل 

امحاذي الاق (/01" 1 
(1601م22وقة لهخصه ه11 ) 

5) نحد ()2 1 , (1”0 ومنهما نجد مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة ونوعها ومناطق التقعر 

والتحدب ونقط الانقلاب إن وجدت . 

6) نجد نقط اضافية إن احتجنا الى ذلك ثم نرسم منحني الدالة . 





ال د 
ل ارسم بالاستعانة بمعلوماتك فى التفاضل منحنى الدالة ٠‏ 5 -تل«)] 


الحل (1) اوسع مجال -16 


)2١‏ (0,0) نقطة التقاطع مع امخورين الإحداثيين. 
(3) المنحني متناظر حول نقطة الاصل لأن : 


”(»“ا-) »)م جح مع (“«-)3,م ع يو 


(«9) ؟- - و4 
(4) المحاذيات : لا توجد لأن الدالة ليست نسبية. 


25, 


نبي قنك تلت رم عن 
اشارة )7 ج_-_--- -م ل يه 


؟ متزايدة في كلمن [1«:«<0 | [0>«:*] 


(0,0) نقطة حرجة لا هذل نقطة نهاية. 





ل 
اشارة (7”00] 


1 مقعرةفي (0<«:«] 
1 محدبةفي (0>«:«] 
.'. (0,0) نقطة الانقلاب 











مثال - 2- ارسم بالاستعانة بالتفاضل منحني الدالة 3+4 ردن 


الحل 
1) اوسع مجال -16 
2) التقاطع مع محور الصادات (0,4) ج +4 لا ج 0 -ير 
3) التناظر 1 3 
4+ “)3 - *(عا-) ح (عا-)] جح هه ء (-)2 :8 ء “ا 
4000 ع 3+4 ح تير_ - 
لا يوجد تناظر مع محور الصادات او نقطة الاصل لأن ()«-)] عب )1 , )7 ع ك»“«ا-)] 
4) المحاذيات لا توجد لأن الدالة ليست نسبية . 
605 6 - 326 - )”1 جح 4 + *يرة - تير - 2 ] 
2-2 , 0 - يا ج0- م - 2يرة ج 0- ]1 
(0,4) جح 4- (0)) 
4 دو 2 يي يبي (2,0) ج-0.- (1)2 
بلغ مة للقي 0 


اشارة (00)/+ + --لسا| 
156 








1 متزايدة في كل من [2 < <: )ا] , (0 >«:*«) 
1 متناقصة في الفترة (2 , 0) 
4))) نقطة نهاية عظمى محلية » (0 و 2 )نقطة نهاية صغرى محلية . 
6-“<6 -0(0«)”] 
1[ -لا جح 6-0-<«6 ج 0 -(0)”] 
(1.2) >2 -(1)1 


0 أنه مإ ناك مل تازه فد 1 
اشارة (/ا)7+ جل سل ل بيه 


تقعر تحدب 


1 مقعرةفي (1<<«:*«ا) 
1 محدبة في (1><: »عا 
«1) نقطة انقلاب . 


6) الجدول 











مثال-3- 3-1 


بالاستعانة بالتفاضل ارسم منحني الدالة: . -00)] 
3 »ا 





الحل 
1 اوسع مجال للدالة : 1 - -يا جح 10+ يع 
٠“.‏ اوسع مجال للدالة هو 1-11 ] 
2) بما أن 1 ينتمي الى مجال الدالة لكن (1-) لاينتمي الى مجال الدالة لذلك فالمنحني غير متناظر مع 
محور الصادات وغير متناظر مع نقطة الاصل . 
3) نقاط التقاطع مع امحورين الاحداثيين: 
ب(1-,0) جح 1- ح للا ج 0 دير 


1 1 ”ةهج ه- 
هما نقطتا التقاطع مع ا مخورين لس ا 5 





24 المستقيم المحاذي الشاقولي 1--عا ج 1-0 جير 
3-1 
> 
1+« 
لظ -1- - يا3 يالا جح 1 -غا3 ح يا هالا 





دلا - »)1 


لساك 22 75582 
3-ل!إ 
المستقيم الحاذي الافقي 3- لا > 3-0-لا 
65 (3-100)-10030 لكلا ريع 
اشارة ()” + + لس بس ب يا + 1-+ + ب ب + + (1+«ا) 
4 3+1 -3-*3 _ 


“سبي > سبي ]نهم ]هن 


0< ”+ 2 (1-- ع برا 
الدالة متزايدة في [1 > <ا:»ا] , (1-<«<: يا] ولاتوجد نقاط حرجة. 





- 3- ا 7 ست 4 - / 
17 سيرم (1(01 +ي) 8- - )”+ ج * (1 +ير)4 - ع« *] 





00 
اشارة (0«) "لا 
تحدب تقعر 
الدالة مقعرة فى [7:2-1] /و ا 
الدالة محدبة في [1-<6:1) أ | 
الدالة لامقتلك نقطة انقلاب لان (1-) لا ينتمي الى المجال . / 








منغال- 4 باستخدام معلوماتك في التفاضل ارسم المنحني : 


72 


-(«)] 
لجع كر 





الحل 
1 اوسع مجال للدالة -18 
22 نقاط التقاطع مع ا محورين: عندما 0 فإن 0-لإ وبالعكس. 


3) العناظر : 
8 ع “8,23 ع ع« 
2 2 - 
ل ا 001 
... المنحني متناظر حول محور الصادات 1+*»ر 1+ «-) 








4) الحاذيات : 


ا 0 فق تتاف 0 * 1 + ت» 
2 
“يدح راج ييا ج 





1[ +2خ ع لات 100 


تير ج نل - (1-) 2« 

















.. المستقيم ا محاذي الافقي 1-لاج 1-0-لنا 
05 
2 2 
مق 3 الما كا 1 لمت 5 001 
1+« 1« 
(0,0) ج 0-(7)0 ج 0 يا ج 0 - 0 ج0- 0 
ا و عع 0 
اي الا ا الام سك 
(*)] متزايدة في [0 <«:«ا] 2 
(*)1 متناقصة في [0 >«:) ' 5-8 
(0, 0) نقطة نهاية صغرى محلية الت ترز 
' 
2 2 2 
لعسيو 26# _ 2842-8 _ 
3 1+ تك“ (1+«0) 
د 1 
شاءةاي/” قاو بو وت 
اشارة (0«)” ] ْ 
تحدب تقعر تحدب 
00 1 1 
() 1 محدبة في [ 7 << : 2ا] , [ 2 > عزن ير] 
3ل 3/. 


1[ 1 
) 1 مقعرة فى الفترة المفتوحة (- , -ل-) 
و سر في انار ار ا 





1 
نقطتا الانقلاب هما: 4 ول 

















جتته 1060 


أرسم بأستخدام معلوماتك فى التفاضل الدوال التالية : 


“ع -كا3 -10-(4)02 (1 
+ + - *« - ")4 (2 
0+1 -1) -4)0 (3 

-كا6 - («)غع (4 


دون (5 


عدوم رم 
1+» 


*(2()2-1+»«) - («)؟ 7 

اعون )8 

1+ يم« 

4»ر - »2 -(«)ع (9 
6 
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10( 00 - 








ظهرت في القرن السابع عشر الكثير من الاسئلة دفعت الى تطور حساب التفاضل والتكامل ومن امثلة 
ذلك المسائل التي وردت في بحوث الفيزياء مثل اقصى ارتفاع تصله قذيفة اطلقت بزوايا مختلفة . او اقصى 
ارتفاع يصله جسم مقذوف شاقولياً الى اعلى اواقل زمن وأقل كلفة ومسائل من الصداعات مثل أقل مساحة 
وأكبر حجم وأقل محيط . ... الخ . 

ولحل هذه المسائل نتبع الخطوات الآتية : 


1. نرسم مخططاً للمسألة (إن امكن ) ونعين عليه الأجزاء المهمة في المسألة . 

2. نكوّن الدالة المراد ايجاد قيمتها العظمى او الصغرى ونحدد مجالها على ان تكون في متغير واحد. 

3. اذا كان المجال فترة مغلقة نجد الاعداد الحرجة وقيم الدالة في اطراف الفترة وفي الاعداد الحرجة . 
فأيّها اكبر هي القيمة العظمى وأيّها أصغر هي القيمة الصغرى. 


مثال- 1د . 
5 جد العدد الذي اذا اضيف الى مربعه يكون النات اصغر ما يمكن . 


0 ليكن العدد - ا 
1 مربع العدد - “2< 
ولعكن ©ا+ا ح («)1 
2”0-2<0 ,“1+2 - 00 


1 
<-- عا جح ( - (“«ع)*] 
5 »0 
0و درطم 
2 


.'. توجد نهاية صغرى محلية عند بحن 


2 
.“.العدد م[ ج_) : 
2 
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صنع صندوق مفتوح من قطعة من النحاس مربعة الشكل طول ضلعها 126313 وذلك بقص أربعة مربعات 
متساوية الأبعاد من أركانها الأربعة ثم ثني الأجزاء البارزة منها. ما هو الحجم الأعظم لهذة العلبة؟ 





نفرض طول ضلع المربع المقطوع يساوي 12© > 
٠“‏ أبعاد الصندوق هي : >“ 12-2: 12-2 


الحجم - حاصل ضرب أبعاده الثلاثة : 
٠ )12-2()12-2«( )»«)‏ 


جره - جد )» - () ) ا 
“4+ »144-48 - ل«) ) 0 

كج 1266 +»6و- 44 - ()') 0 
60 


2-0-0)(«-2)6 1ج 2« + 2-8 0-1201 ح 0 - 0 
»م 
النقط الحرجة 6-<ا د 2-<« 


لاحظ من الشكل أن 6 يهمل لانه غير معقول 


عند 2 توجد نهاية عظمى للحجم وتساوي 12807 - 2)12-4(2 -(2)؟ -ن 





مثالت 3ك 5 1 :5 
ل جد بعدي أكبر مثلث متساوي الساقين يمكن أن يوضع داخل دائرة نصف قطرها 126113 


ثم برهن أن نسبة مساحة المثلث إلى مساحة الدائرة كنسبة 31/3 









41 
الحل 
نفرض بعدي المثلث : 12 و 2 - 8 قاعدة المثلث (المتغيرات ) 
لنجد علاقة بين المتغيرات : , ع ف 
مبرهنة فيقاغورس: 144 - "(12-) + 2 7 
4 - 144 +24 - 2م + تر ١‏ 1 
ير 0 
“طاح ط24 - تي« / ١‏ / | 
١‏ 
“طاح ط24/. -» 10 
1 ٍ ا 
حسة 
الدالة: (مساحة المثلث) 05 م 
“اط - 000 4م 
التعويض : “طاحطجتحط - زط) ؛ -م 


للاحظ المجال : 4 > ١‏ > 0 وهذا يعني أن 12 موجبة فيمكن توحيد الجذر 


(#2طحط24) 2طل - (ط)ع دم 
“- تطجن/ - زم) ) م 


ألم ترد لوقك 
المشتقة “واد 2/2487 0 


نجد النقطة الحرجة لدالة المساحة 


0ح تط4- 7252 جه 0 - (ط)") 


وعندما 


م18 <-م ج0- (م-18) 4 





٠“.‏ الارتفاع مر 18-د1 


7-(24)18/. -كا ج “ا-ط24/ -» 
مهذ/.6 -(18)6/, - (18)24-18/, -» 


مس الدائرة: مك 7 - :(502 - رى جه 2, ع بم 
1 
مس المثلث : 108١/3“‏ - (6./3)18 - ية ج 0 - يم 


ذاة _ 108:0/3 _ يم مساحة المثلث 


47 144 م مساحة الدائرة 


مثال- 4 ع ع 5 
جد بعدي أكبر مستطيل يمكن أن يوضع داخل مثلث طول قاعدته 246112 وارتفاعه 


بحيث أن رأسين متجاورين من رؤوسه تقعان على القاعدة والرأسين الباقيين تقعان على ساقيه . 


الحل 


- نفرض طول كل من بعدي المستطيل: 113© لإركا 








العلاقة بين المتغيرات : المثلثان : ©©2 و 2113 متشابهان لتساوي زواياهما المتناظرة لذا تتناسب أضلاعهما 
المتداظرة وكذلك ارتفاعاهما. 


الدالة: مساحة المستطيل - حاصل ضرب بعديه 


ج بها - م 
التحويل بدلالة متغير واحد: 08-0 5م 
التبسيط قبل المشتقة : (*-»ة )ده - ز)» 

نجد النقط الحرجة: 


)( - 8-2 


9 -+<*« ج 0 -(0«) "1 





3 3 
8 
0 > --- إ[9)"] 
0 
وهذا يعني لدالة المساحة نهاية عظمى محلية عند 1123© 9 -ا ويمثل أحد البعدين. 
1 4 4 
البعد الآخر مك 2- [18-9) - ١‏ 5 [«-18)- - ا 
مثال- 5- 


مجموع محيطي دائرة ومربع يساوي 606133 أثبت أنه عندما يكون مجموع مساحتي 


الشكلين أصغر ما يمكن فإن طول قطر الدائرة يساوي طول ضالع المربع. 


الحل 
الفرضية : نفرض نصف قطر الدائرة - 0113 1 ونفرض طول ضلع المربع - 1123© 22 
العلاقة: محيط المربع + محيط الدائرة - 2دقه 60 
ج 22 +لا4 - 60 .:. 
1 
(30-29)--- ,م 
01 
الدالة هي : مساحة الدائرة + مساحة المربع 


2 


التحويل لمتغير واحد : |« -30) 2 


جح + ادم 





1 
| «900-120+4) 7+ » -[») ؟ -م 
تشدق: 8 +م2د) جر - 0 


وعندما («120+8-) لمبي2 -0 10-0 
1" 


4 + 2<« - 60 جح 4-60 +<ا - 0 
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ملك ديا جح 60 ح (4 + )“ا 
21 <لا جح لمحن ا وه ولد ووو مو 
4 +71 4 +711 01 


1 
0 <(8)-+2 -()" 1 الدالة تلك نهاية صغرى محلية 
1 000 نهاية صغرى محلي ووتعي 


مثال- 6- : 5 
5 جد نقطة أو نقاط تنتمي للقطع الزائد 3 - “ا - “لا بحيث تكون أقرب ما يمكن 
للنقطة 0,4 ) 
الحل 
نفرض أن النقطة (/ا.6ا)2 هي من نقط المنحني 3 - 5« ثلا فتحقق معادلته . 


(1)... 2-3/ن 3 ع تير" 


*(4 -ل) + “(8-0«)ل, - و 
29)... 6لا - تناج “ول - و .:. 


8+3 - الإ2ل. - (لا)؟ - و 
4-8 ' 
ظخل- و 


8+3 -2/إ2./2 


2 - لإ ج 0- 4-8 جح 0 - (ل/)" ]) 
3 روت يوب 


بالتعويض من المعادلة 1 في 2 ينتج : 


1+ - ياج 4-3-1-:22".:. 
(1,2-),(1,2) ج 








. جد عددين موجبين مجموعهما 75 وحاصل ضرب أحدهما في مربع الاخر أكبر ما يمكن. 

. جد ارتفاع اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل كرة نصف قطرها 40/30 . 

. جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل نصف دائرة نصف قطرها م 40/2 . 

:جد اكبر مساحة مكلك متساوي الساقين طول كل من سافيه 8/20 . 

. جد اقل محيط تمكن للمستطيل الذي مساحته 1222© 16 . 

. جد حجم اكبر مخروط دائري قائم يمكن وضعه داخل كرة نصف قطرها 1123© 3. 

. جد معادلة المستقيم الذي يمر من النقطة (6,8) والذي يصنع مع المحورين في الربع الاول أصغر مثلث . 

. جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل المنطقة المحددة بالدالة ““ا-12-(*) # ومحور السينات» رأسان 

من رؤوسه على المنحني والرأسان الاخران على محور السينات ثم جد محيطه. 

9. جد ابعاد اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه 860312 وطول قطر 
قاعدته 126110 . 

0. جد اكبر حجم لمخروط دائري قائم ناتٌ من دوران مثلث قائم الزاوية طول وتره © 3/. 6 دورة كاملة 
حول احد ضلعيه القائمين. 

1. علبة اسطوانية الشكل مفتوحة من الأعلى سعتها 0507 (1257) جد أبعادها عندما تكون مساحة 
المعدن المستخدم في صنعها اقل مايمكن . 

2. خزان على شكل متوازي سطوح مستطيلة طول قاعدته ضعف عرضها فاذا كانت مساحة المعدن 

المستخدم في صناعته 1112 108 جد ابعاد الخزان لكي يكون حجمه اكبر ما يمكن علماً ان الخزان 

ذو غطاء كامل. 


سم يحم ير لطر إل ه65 قا 66 









الفصل (لرليم 
011 ناع ام 2 طر) 
05 11140 

المناطق المجدةة متحنياات 
المجاميع العليا والمجاميع السفلى. 
تعريف التكامل. 
النظرية الاساسية للتكامل - الدالة المقابلة. 
كامى اللامل المعلة. 
التكامل غير المحدد. 
اللوقاريق الطبيعين. 
لاة مساخةاحتظقةامنقية: 
تجو القوائية. 

خرنة الفترة ‏ [,<.للا] 


المجهوع الاسفل 
اجميع الأاعلى 








.111575) 297 8011110160 مدملاوء1 
تعرفت من دراستك السابقة على مناطق مستوية مختلفة مثل الذي تراه فى الشكل (1 - 4) : 


عه الحمابه اريم 


| الشكل :4-1) | ع 


حيث إلى منطقة مستطيلة و رلا منطقة مثلثة و ,4 منطقة شبه منحرف و بل منطقة دائرية ولاشك أنك 


تعرف إيجاد مساحات هذه المناطق . 
أما المنطقة ل كما في الشكل (2 -4) والتي تسمى منطقة مضلعة فيمكنك حساب مساحتها بتقسيمها 
الى مناطق مثلثة . 
رش ريق ر يذ ر رذ 


وتكون مساحتها تساوي مساحة لد + مساحة رلد + مساحة لل +مساحة إل 


وبالطريقة نفسها يمكننا ايجاد مساحة اي منطقة مضلعة بعد أن نقسمها الى مناطق مثلثة أو مربعة أو 
اما المنطقة 4 فيالشكل(4-3) 
والتي تسمى منطقة تحت المنحني 1 
وهي مجموعة النقاط المحصورة بين 
المنحني (بيان الدالة 4) والمستقيمين 
<< , 8 -<< ومحورالسينات فلا 
يمكن تقسيمها الى مناطق معلومة لديك 
مثل (مثلث , مربع . مستطيلء دائرة, . 
فكيف يمكنك حساب مساحتها؟ 





تسمبات: 








2 إذا كانت م ح“/مفان مساحة المنطقة/م < مساحة المنطقة ل . 
لاحظ الشكل (5 -4) 














2-0 


فى الشكل (6 - 4) , ل هى المنطقة تحت منحنى الدالة المستمرة 1 و أوجد قيمة 
تقريبية لمساحة هذه المنطقة حيث : 
/ا 


(1-<«ال. > لا , 5 >< > 2 : (لإ,*)) -ثم (المنطقة) 





نحدد داخل المنطقة 4 اكبر منطقة مستطيلة 
(25>©0) بحيث تكون قاعدتها 
من 2-< الى 5حنآ 

ولتكن الذ4 حيث لح 8 وعليه 
تكون مساحةهذهوالمسنطقة 
#أستن 20-2)5-27«21-3 عله - ىم 





كذلك نحده خارج المنطقة أصغر منطقة 
مستطيلة (0/ع30) ولتكن // حيث 
م ح 8 بحيث تكون قاعدتها من 5-2 الى 13-5 فتكون مساحة // تساوي: 
“أأمنا6 - 202 - 5) -/0:ج»اطج - م 

بماان قت مت يق 

مشاحة ,8< مماحة رخ مساعة /م 

3<مساحة المنطقة 4 6-2 


ه.. 1 3+6 
فتكون القيمة التقريبية الاولى لمساحة المنطقة 4 تساوي 011لا 42 7 








لاحظ في المثال 1 ان .8 هي المنطقة المستطيلة التي ارتفاعها 
ملاحتظة (00) وسار معن قيية انالا فن |5 2] وسنرمز لها بالرمز 
(دم) اما /8 فهي المنطقة المستطيلة التي ارتفاعها “30 يساوي 
اكبر قيمة للدالة في [5, 2] وسنرمز لها (1) وكما تعرفت في فصل 
التفاهمل قاقز ون) | اسقرتيبة للدالة المستمرة على [ اه ]| ) وكذلك 
0) [اكى كي للدانة اللسضية على | دابه ]| ديحة عنيدا عد اصن ماوق 
الفترة [,2] أو عند النقطة الحرجة ان وجدت . 








1 + 2 ديز ,2 >< > 1: (لا,)] -م 


اوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة 4ل . 


لخ اكبر منطقة مستطيلة داخل 4( محتواة فى ) 
قاعدتهامن 1-<آ الى 2-2 وارتفاعها 2 -112 
هي *[ألسنت 2)2-1-2 4م 
م اصغر منطقة مستطيلة خارج ل (تحتوي ل ) 
قاعدتهاايضاًمن 1-* الى 1-2 وارتفاعها 11-5 


:لسن 522-10-5 <-م 5 





فناانة م ع ىلح م 


// مساحة المنطقة ,/ < مساحة منطقة / < مساحة منطقة‎ .“٠. 
5 < 4 مساحة‎ < 2 .'. 
إم+ م‎ +5 


1 
فتكون القيمة التقريبية لمساحة لد تساوي 2 ]11111 الل 2 
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فب ان عاك سكير بارقة اك 
فمسسسو د 


تمهيل : لنفرض ان مع مهند 19000 ديناراً وأراد حسام ان يعرف هذا المبلغ فكان الحوار الاتي بينهما : 

حسام : كم معك من الدنانير؟ 

حسام : أتوقع ان يكون معك 15000 ديناراً أي لل لاا 

مهند : اقتربت قليلاً ولكن ألمحّ لك اكثر فالمبلغ الذي معي بين 15000 , 20000 دينار. 
ف 200001-00 

حسام : اذا في حدود 17500 دينار اي 17500 - ل ا 


مهند : هذه القيمة اكثر دقة من القيمة الاولى لان القيمة الصحيحة 19000 دينار . 


من هذا المثال نستنتج الأتي : 

في المحاولة الاولى : 10000 < المبلغ ١‏ 20000 وكان الخطأ في القيمة التقريبية الاولى : 
0 - 15000 - 19000 

في المحاولة الثانية: 15000 < المبلغ ١‏ 20000 كانت القيمة التقريبية اكثر دقة ومقدار الخطأ: 


19000 - 17500-0 


اذاً كلما استطعنا ان نجعل الفرق بين الحدين الاعلى والادنى اقل كانت القيمة التقريبية اكثر دقة , وهكذا 
لحساب مساحة منطقة لد بدقة اكبر نحاول ان نجعل مقدار هذه المساحة بين حدين بحيث يكون الفرق 
بينهما اقل ما يمكن . 

والحدين الاعلى والادنى هما مجموع مساحات المناطق المستطيلة الداخلية (المحتواة في كل ), 
ومجموع مساحات المناطق المستطيلة خارج لد والاشكال (8 - 4) , (9 - 4 )» (10 - 4) توضح هذه 
الفكرة. 








لاحظ ان هناك فرقاً واضحاً بين مساحة ,ل ومساحة // حيث مساحة .4 أصغر بكثير من مساحة 4 , 
اما مساحة ل 











0 في الشكل (9 - 4) تجزأت الفترة الى فترتين جزئيتين هما 
© [3, 1], [5, 3] , في مثل هذه الحالة تسمي الثلاثية المرتبة (5, 3, 1) 
6 (666دم) للفترة [5, 1] ويرمز لها بالرمز 6 اي(1:3:5)-6 
وبصورة عامة اذا كانت لدينا [8,5] واردنا ان نجزئها الى 12 من الفترات المنتظمة فان 


3 - 1 
طول الفترة حيث ‏ خل ط8., 








9 





2 
انظر الى الشكلين (11 - 4) » (12 - 4) تجد أنه كلما زادت نقاط 
مر ع ١‏ اه جح ور ود ا 
القيمة التدر بهي لساعة الللمنة بك كسيع اللار رقا 


٠.مجموع‏ مساحات المناطق المستطيلة داخل / < مساحة // 2 مجموع مساحات المناطق المستطيلة 











مثال - 3 0400 
أوجد قيمة تفريبية لمساحة المنطقة الانية: 


1+ ادنر ب 5 >< > 2: (لإبكا)) -م 


وذلك باستخدام التجزئة 


(2,3,5) ,6 (8 
(2,3,4,5)- ,»© (ط 


3( ©, -)2,3,5( 


ان تجزئة (2,3,5) - ,© يعني ان الفترة [255] تجزأت الى الفترات الجزئية 
3 . 
7م25 - 2210 +125 ح رم + بم 


' كذلك 
1م621 - 226 +110 - يُم + /م 
بمااان مجموع مساحات المنطقة المستطيلة داخل 4 ( مجموع مساحات المناطق المستطيلة خارج 2 


القيمة التقريبية لمساحة ى نس آى _ 25+62 
2 





دم ج 62> م > 25 .٠.‏ 


)5:26١‏ لآ 








(2,3,4,5)- رى (ط 
ان تجزئة ( 23:45 ) - ,© يعني ان الفترة [5 و 2] تجزأت الى الفترات الجزئية [ 4:5 ]:[ 04 3 ]1[ 253 ] 
320117 - 110+17217+ 125 ح رم + يم + رم 
1٠26 - 5300117‏ +1717 +110 - م + يم + ألم 


تيون 1و 32133ب 
2 0 





... 0 





/ 5,26 


كما اوكبهنا آنه كلها زادك عدن التقلط التهزيقة شان القرق مت 
المناطق المستطيلة خارج 4 يقل تدريجياً. 


ففى المثال السابق عندما كانت التجزئة (5, 23 ) كان الفرق : 622-25-7 
وعندما كان تجزئة (5, 4 2,3 ) كان الفرق : 553-32-1 











تدهم الساميع العلنا ءا لساهيع الستلى. 
مبع ميع 


تعلمت في البند السابق إيجاد مجموع مساحات المناطق المستطيلة الداخلية ومجموع مساحات المناطق 
المستطيلة الخارجية, وفى هذا البند سوف نعتبر الدالة  :‏ 8 ج [3,2]: 6 


مستمرة على [8:5] ونجد مجموع مساحات المستطيلات داخل المنطقة كر (5عاقصماءء13 :ه1040 ) ثم 
مجموع مساحة المستطيلات خارج المنطقة كر 2 ع1 تفلن 8م 9١حيث‏ ل المنطقة تحت 
المنحنى 1) . 


أولاً : نفرض أن : [ط,3] ع“ , 0< )6 

حييث ( 64 ,و وي ,كا ووكا) - 6 
فتكون مساحة المنطقة المستطيلة ل التي قاعدتها محصورة في الفترة [, ومة] وارتفاعها ,113 تساوي 
( مك- 3 ) ,111 حيث ,133( اصغر قيمة للدالة في هذه الفترة) . 
وبالمفل مساحة المنطقة المستطيلة يل والتي قاعدتها محصورة في الفغرة [ ,كا وركا] وارتفاعها ,111 
تساوي ( ,2 - ,كا) ,110 .... وهكذا 
وبالتالي يكون مجموع مساحات المناطق المستطيلة داخل .4ك والتي سنرمز لها بالرمز (6 , 6) | تساوي 

٠١‏ بك سكا ) قلق + (يك-ب2) ,133 + ( سيك ) ي0ه1 + (ركا - ,36 ) قط - (1 , 6) ا 





لاحظ ان : (1 , 6) | < مساحة فر 


كذلك في الشكل (16 - 4) 





24-16١ الشكل‎ 


مساحة المنطقة /4 التى قاعدتها محصورة فى الفترة [ ,36 ومك] تساوي ( ,ك-,:3) ,11 حيث ,1 اكبر 
4 -5 4 2 5 5 هه عه 74 0 2 
قيمة للدالة في الفترة [ ,كاو,ا] ومساحة المنطقة المستطيلة بم التي قاعدتها محصورة في الفرة [ ,كوي ] 
تساوي (,7-ي3) آنا 2 وهكذا 
فيكون مجموع مساحات المناطق المستطيلة خارج ل تساوي والتي سنرمز لها بالرمز ( 1 ,6) لا تساوي 


٠ب‏ - ,)آلا 5 -ب3), 011 + (- )آلا ون -,3) ,1ل - (*,6)لا 


لاحظ أن ٠:‏ (6,5(<)6.1)لا 


(؟ ,6©) لا> مساحة ل4م > (6,1)ا 





. أول قيمة تقريبية لمساحة 4 وفق التجزئة 6 تساوي (1 ,6 لا+(1 ,5ط‎ ٠ 
2 





ثانيا : عندما لانشترط ان تكون 0 < (<)؟ » [3,52] © 7 كما فى الشكل (17 - 4) فانه من 
الممكن ان يكون 112 (اصغر قيمة ممكنة للدالة) عدداً سالباً أو موجباً او صفراً وبالتالي فانه من المتوقع 
أن تكون (1 )1 عدوا سالبا أوموجا أو ضفرا , 


وبالمثل ( , ى)ل) عدد موجبا أو سالباً أو صفراً وبما ان العدد السالب لا يقيس مساحة لهذا فاننا 
ا 


(1)6,5 المجموع الاسفل 
(*,6)لا المجموع الاعلى 





2-0 
لفكن :23 + 5 - 100 , 8 ج- :]141‏ 


جد المجموع الاسفل (6,1)] والمجموع الاعلى (1 ,6 لا 
نجزيء الفترة [4 , 1 ] الى ثلاثة فترات منتظمة فيكون . 
4-1 -]6ا 
رك ل ل 1 
9( 
. الفترات هي : [3,4] 0 [2.3] 0 [1.2] 2<0 -(«)] جح لا2 +5 -(«)] 
.. لاتوجد نقاط حرجة والدالة متزايدة في مجالها. فنجد قيمة الدالة في طرفي الفترات ولايجاد 


(6,5)لا.(1 ,6) ٠‏ نعمل الجدول الآتي : فأيهما أصغر فهو ,122 وايهما اكبر فهو ,1/1 





3 -(6,5)نا لأططية , 57-27 ,ها عسطيث .. 





2 


اذا كانت 3-7 -(<) 64 , 8 ج [0,4]:) 


اوجد كل من (4 ,ى) ] » (4 ,6)ل) مستخدما اربعة تجزيئات منتظمة 


525 كاسن ك لساك 
4 0 
4بة] 1[ ] .1 2يل] ء [1ب0ا 


2 -3 -ح )”+ ج ير _-ا3 - («)] 





1 [2.لاء ك داج 0 - ونع 
أي ان العدد الحرج يوجد في الفترة [2 ,1] 
00 


اشارة («)” ] 5-5 2 ا 


1ه 2-5 


| 1 11 


هه 
لالتعا 001 ع الال ةا 


ةم 
ا 
4 1 1 


1 
6 ,6لا زيم , 2--(6,4)ا عسطيح .. 












آّ يى |إاحد 
دنم ا 


ِ 
1 






لاحظان (6,1)لا>(6,!1)ا 








ملاحظة في حل تمارين (1- 4) 
1 - نجزء الفترة المعطاة [3,5] الى فترات جزئية بأيجاد 13 حيث مدي 
8 
2 عدد الجزيئات منها أنجدى 


2 - نجد (0) 1 ومنها نجد النقطة الحرجة بجعل 0 -(<)”] 


3 - نعمل جدول كما في الامثلة السابقة لتحديد .12 , .1/1 ( لاحظ التزايد, التناقص ) ومنه بجد 
 ])6.15(‏ (6,1)لا 





اوجد كل من (] ,6) | ٠»‏ (1 ,6) لا لكل مما يأتي : 


- 3 -(1)«2 , 8ج [2,1-]: 1.1 


تقسيم الفترة 511 2-] الى ثلاث فترات جزثية منتظمة )م 


42م -يا4 - )+ , 8 ج [0,4]: 2.4 


اذا كات (0,1,2,3,4) - 6 


“32+21 -(2«)غ] , 8 ج [1,4]: 3.1 


0( © - )1,2,4( 


استخدم ثلاث تجزيئات متساوية )0 





[4-3] تعريف التكامل . 


لاحظت فى البند السابق أنه إذا كانت : 
8 ج [ط,ج]: )2 
دالة مستمرة على الفترة [8,5] فانه وفقاً للعجزئة 6 يكون (5 ,6) | < (5 ,6) لا 
والآن نسأل السؤال الآتي : هل يوجد عدد >1 بحيث : (؟ ,6) لا > عا > (1 ,6) | 
لأي تجزئة للفترة [3,5] ؟ 
والجواب : هو ما تنص عليه المبرهنة التالية : 


اذا كانت : 1 <- [3,8]: 1 دالة مستمرة على الفترة [2:5] فانه يوجد عدد وحيد >[ بحيث 
لأي تحزيء 6 للفترة [2,5] فان (1 ,6) لاع »ا >( ,6) ا 
نسمي العدد 1 التكامل المحدد للدالة 1 على [3,5] ونرمز له “6 ()7) 1 ويقرأ التكامل من 

3 الى للدالة 4 ونسمي 5,2 حدي التكامل ١‏ 


6 
1. اذا كانت 1 دالة مستمرة على [2,5] فان . (6,4)لا> «0(<«) ) 1 >(6,1) ا 


8 (؟6.,1©)لا+(1,»©)ا 
2 

















وتكون القيمة التقريبية للتكامل »«ا0(«) أ 


2 اذا كانت : [3,2] >< , 0 <(7) ]) 1 
60 
فان “0(<) 6 1 يعطى مساحة المنطقة 4 تحت 
حيث 07 تشير الى ان حدي التكامل 8,4 قيمتان للمتغير ع “» 5 




















3 ذاكانت 0>(*)؟ , [ط,3] ع “اا فإن: 
5 
0 عدوم 4 |[ 
وهذا لا يدل على المساحة »أمامساحة 1 2 
المنطقة 4 الموضحة في الشكل (20 - 4) فهي تساوي 


5 3 
)1 1 -*«0(*<) 1 إ[- 


الشكل (4-20) 








5 
4. إن قيمة “«ا70(0) 1 1 تتوقف على الفترة [2,5] وعلى الدالة ( 1)172 


5 
8 لتكن 8 ج [4:]1,3 حيث “ا - «) ) 


3 
أوجد قيمة تقريبية للتكامل “0 9 اذا جزئت الفترة [3, 1 ] الى تجزئتين . 


- 600 
آدالة مسعمرة على الفترة [1:3] كثيرة حدود. 
10-00 .ى 10-222 


أي أن النقطة الحرجة عند 0 -22 وأن [1,3] © 0 


2 1- 35 
9959955 711 
4 1 1 ظ 110 
9 4 1 ظ [253] 























ا 





























٠.أعظم‏ قيمة وأصغر قيمة للدالة تكون عند طرفي كل فترة جزئية اي عند طرفي كل من [1:2 ] » [2:3 ] 
5 -1+4- (14)+(11)-(6,1)ا 


4+9-3- (19) +(1<4) -(غ ,ى) نا 


تقريبا و خلقت دين ا ب 


لا 


2557١ 


لتكن 8ج [2,5]: 6 


حيث 22-3 -6)0 أوجد »«000) 4 | 
2 


4-21١ الشكل‎ 


لاحظا ان [2,5] ©« 0 1)2١(‏ 


. 5 
.'. يمكن ايجاد *أ7(0) ] / من مساحة ر 
وهى منطقة شبه منحرف 


5 مبباخة المسشظقة 8 مجموع طولي القاعدتين المتوازيتين /ا طول الارتفاع. 
2 1 


“أأمنا 12 -(8()3) ِ درق ]| 17 ] ِ قم .:. 


4 





002-2) م 5 1 ّ 
2 
أو يمكن إيجاد «0(<) 6 ” | بالطريقة السابقة وكما يأتي: 
2 0 


بتطبط لبط 3 فقول الفكرة | الكرة السجاعة 
ه-1-6آ [ 252 ] 
ا ل ا 












20 شت 
2م 2 





/ )2- 3 
169 





لعكن 3 -(4)7 , 8 ح [1:]1,5 أؤجد 1 


| 
منطقة مستطيلة طول قاعدتها - ' (503) 


4-5-1 وعرضها - 3 





#نصه 12ح (4()3) حم .:. 


تنمت 12 -02(<) ) ا[ . الشكل (4-22) 


فترة التجزئة 
[2] 





2- ,لاط الا - ( ,ى) نا , 2- معطلا - ( ,ه)ا 





توزمن 12 24 د خلخكا ‏ يوج 1 
2000 ا 








1. أوجد قيمة تقريبية للتكامل ال -] بأستخدام التجزئة (1,2,3) - 6. 
1 
2 لعكن 080-32-3 , 8ج [1,4]:) 
4 2 
أوجد قيمة التكامل *[7(0) 1 / بأستخدام التجزئة ( 1,2,3,4) - 6© ثم تحقق هندسيا 
بحساب مساحة المنطقة تحت منحني 1. 
3. أوجد قيمة تقريبية التكامل 6ك (3- ©3)” | باستخدام العجزثة (2,3,4) - 6. 
2 


4. أوجد قيمة التكامل 0(*<) 1 حيث 4-- () 1 


5 
1 3 
5وجد قيمة تقريبية للتكامل «0 ا باستخدام اربعة تجزيئات منتظمة . 
1 








لقد تعلمنا فيما سبق طريقة إيجاد قيمة للتكامل المخدد. «0()<) 8 حيث 1 وال مسيرة على 
الفترة المغلقة [2,5] كما وجدنا في بعض الحالات الخاصة قيمة دقيقة لهذا التكامل المحدد ( باستخدام 
المساحة). 
والمبرهنة الآتية تساعدنا في إيجاد قيمة التكامل المحدد . 





اذا كانت 1 دالة مستمرة على الفترة 2,51 ] فانه توجد دالة "| مستمرة على الفترة [5,] بحيث : 
(0,ة) عع , (<)2 - ”ع 


ريكرن: (3) 5-(6) 5 - »و00 4 | 











تسمى "ا الدالة المقابلة للدالة 1 ( 111211012 ع1 01 43101317215 ) على الفترة [3,2] 
فمثلاً : اذا كانت “«ه2-<)4 , 8ج [1,2]:) 
فان ممع , 8ج+[1,2]بع 
(1:2) عي« , «(<2)غ جام (بي”ع 


وعليه فان : 


00 -20)ع - »)ع 1 
ماع وت 





نشير الى أن (0 5 -(5)2 تكتب بالصورة 2 7[(«) 2] 

















52 
إذا كانت (1)7 دالة مستمرة على الفترة [1:5] بحيث 312 - (1)] دالة مقابلة 


٠ [١ 6 )7(0[“ للدالة 4 فجد‎ 


75-33-02 -(3)1 -(3)25 - (1) غ] -(5)غ - ان 100 ال 


ويمكن ان نكتب ذلك بالصورة الآتية : 


5-3-2 - [*3] - أ[ ع] - عل 0 ؟ إل 


1 
إذا كانت 1 دالة مستمرة على الفعرة 0] وإن الدالة المقابلة للدالة 1 هي : 


8 +[ ,10 ع , «صلة- كمع 


فأوجد: »*[7“(0) 1 
0 


الحل 471 4 

ال 1-0-1 ممه كم رمع[ عع تزومع] »هل مل 
0 

مله أثبت فيما إذا كانت 2+ “ا - («) ] و8 +-[ 1,3]:] 


هي دالة مقابلة للدالة : 37 - (<) 6 


2 + كا - (كا) 8 دالة مستمر ‏ وقابلة للاشتقاق على 18 
(لانها دالة كثيرة الحدود) 
.'.] مستمرة على [1,3 ] وقابلة للاشتقاق على (1:3) . 
(1,3) ><« , 400 - ث3 - ”ع * 
٠.٠‏ هي دالة مقابلة للدالة 4 على[ 1,3 ] . 


175 





مغال - 4- 
اقبت اه الدالةء مرد وو كزين 2 , 8 حك هزه ع ى والةمقابلة للذالة 
5 . 


“20521 -(<)1 , 8ح 8 : ] 


1 
ثم اوجد *«[) “27 05ح 4 
ثم او / 


8 حج 8:] مر 22 وم - («) ] 
هي دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على 14 كما تعلمنا في الصف الخامس العلمي كذلك فان : 
.1 
اك 


هى دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على غ1 


8 ع« , («)] -»2 وده - (052:0)2ه) 2 - 100 ع.. 
.]ا هي دالة مقابلة للدالة 1 


6 
()ع-(م)ع <عوم) 6 | .٠‏ 
حسب المبرهنة ١‏ 4-2) 3 


0" 
ون 
4 


1 «2 نعط | دين 0 ]ل 
2 0 


35556 900 
2 2 2 0ح 


وفى ما يلى جدول مساعد يبين الدالة 1 والدالة المقابلة لها "| فى حالات خاصة . وبإمكانك عزيزي 
الطالب أن تتحقق من صحة ذلك بإثبات أن : 


100 - )”ع 





وفيما يلي جدول مساعد يببّن الدالة 1 والدالة المقابلة لها > 


لال التايلة لياري 8 
23 2 
0 1-عدم , "لي 
[جم 
ايه 1[-عدم , "لاج 
آجم 
[جم ”> 1 
للك ادعوم , 00" ."007 6] 
1+م 
1 
(طامعة وم -- (طاجعق صزو 
3 
7 
رطعم صزو - (اجعم وم 
3 
1 
رط عه صها - (طجعجم عو 
3 
1 
(طجعة غم حت وطبعة تى 
3 
7 866 - 272 1211 372 ©5©6 
3 
1 0137© 3:2 ©5© 
غ21 >5 ل 
3 






































مجموعة الدوال المقابلة لاية دالة 1 كما فى الجدول هى /) + ا حيث ) عدد ثابت حقيقى 






























































1 
مثال - 5 | ' 
: أوجد 032 << 9607 1 


1 مهم كل 4 _- 2 
1 - 0020-1-0 30 بلكامما] <<« <«ا ب“ععو 1 


3|ا2 


مثال - 6- 7 
000 


3 
4 


| 5ك لوح كنإووونة ‏ أوقبع انجنوه-] حيرة 6 0 
امه +012 ! 


0 4 
4 


1 
أوجد 0 82] *ةة | 


0 


3س 


2-1-1 -600و- 2 هو - وللاعهةة] - جاه لامها كاععة 


/ 





[4-5] خواص التكامل المحدد: 


اولً: 
1. 1 دالة مستمرة على [3,5] فاذا كانت : 
6 
[طبة ]اع »ل , 0(<0«)) فاك 0 ح ينه («) ؟ ل 


ديه »ل لأن : [1,2-] ع« , 0< ها ومع (5 
3 
0 ل يان. [2,3-] © »ال , 3<0 - («) 4 (م 


0< »100+ ول لأن : [2,3] »8 , 0<(ا1+ين) د لمع ك 


2 +دالة مستمرة على [2,5] فاذا كانت : [3,5] © “19 , 8(>0)) فاذ 0‏ ي009)؟ إل 
فمثلاً: 2 ١‏ 
0 > *«ه(2-) ل[ دن . [1,2] > 0,96 > (2,100-- («) ) )3 


0> عه »ا ب ] لان :[1-,2-] ج الا ,0 > )4 عا (») 6زم 


2 2 2 6 6 
؟ دالة مستمرة على [8,5] » © عدداً حقيقياً ثابعاً فان :60000 ]ع - 1000 1 


مثال - 9- 


ثالغا : 


اذا كان 0006-8 ”] فأوجد «000) 56 7] . 
2 2 


40 -(5)8 - «ه(<)] 5 - «0(<) )5 1 


م ب 60 ىَ 0 
1 ]+5 |2( +] 
إذا كانت الدالتان ,5 و ,6 مستمرتين على الفترة [8,5] فان: * ١‏ 1 21 .ل 
ويمكننا تعميم هذه الخاصية على مجموع أي عدد محدد من الدوال المستمرة على [ 2,5 ] 


1 





0 5-7 حت 3 0 
اذا كانت 000-17 ج] 1 608006-15 1 فأوجد كلا من 


يه 00ب ون ,)”| «١‏ عه لومي جو )| 


ل 


2 -15+17-«0(*«) ر) [+يه00؟ »«ك (00ي؟ +00 ؟) |[ 


2--0«2-15-17) ع )_- “)6 | «ك (00 5  )«-‏ ) 1 





16الااد 
اذا كانت 27 + “3 - (<) 4 فأوجد »*0ع()7)] 1 





لك >2[ ج30[ لوو + 32)” | يوون 7 | 
7+3-0-(4-1)+(8-1) - 12ت ةير 


اذا كانت (1)7 دالة مستمرة على الفترة [,3] وكانت (3,2) © © فان : 


000 :]ج00 ؟| 0و1 | 


اذا كانت 8 - 06()) 6 !1 ب 2-5«و) 1 فأوجد»«0(<) 6 ! 


10006-5+8-3 أ ]+100 |- 10009 | 





لعكن |< |- () 6 اوجد *00 ل 


١ 
: دالة مستمرة على [4, 3-] ولها قاعدتان هما‎ 1] 


0 < 1 
2 إن يج 
0 >« , كاب 


ءءء ! عد 2004 1 يه( -) ديرق ب 1 59 


25 16 9 ا ظ 31 1 
 -->‏ - ++ - ]|0 ح اله+|- +0 
2 95 5 ]20 


1 [ < «1,7+«2 
مقن  ...‏ '<*“21-م بى 
5 

! 1 )*( 0“ 


أ 
]1 مستمرة على الفترة [5, 0] وذلك لانها : 


مسغشرة عند [ 2< لأآن: 








معرفة 1-3+(2)1-(1)1 (1) 
3-1-(2«2+1)سنا 


+[ جوم" 
3-3-1 صصنا 


آجي 


-(»«) ]) دملا فل 


ادبا ب 
ير [آحم 





كذلك الدالة مستمرة على كل من 17 < 2 : )1 +1 > + . بر 1 . وبما ان الدالة مستمرة على [ 0,5 ] 


(20) 6 1 + اك (00) 6 1 - 001 ؟ 1 0 
ل + + 3 -*2+1(0) / +«30 ! 5 


-]3-01+]25+51-]21-3+28-1 


تمصت “0 (<) ؛*]-- “0(*) 6 |0 0 - «اه(«ا) اك 


او اختصاراً وحسب القاعدة 


- -]27[ + ]8[ --9 








1. احسب كلاً من التكاملات الاتية: 





10 جع + )| )م *2(0-»3) | )3 
2 8 
“|1 - »| ]0 “اك()< 4 + 4ير) 1 0 
2 3 3 
بو 7 2 | رو 54 : 0 0( ومع 6+2) | 6 
*» ا 2 


2. أثبت أن (1)32 هى دالة مقابلة للدالة (1)7 حيث 
1 
1 ,ل حيث ع +كا مزو - («) ] 


0516 +1 -(0)/ حيث 8 جه [0,2]: 6 ثم احسب 0(016) كأ 5 


3. أوجد كلاً من التكاملات الاتية : 





1 »| | زم 4-2041 | 3 
« 277 عراز (0 ل 1 0 
2-1 2 
3 < “,2 


4. إذا كانت دن جد 000 “ل 


6 , *»> 3 


2 
5. إذا كانت امام 0 جد *أ0(*<)] ١‏ 
0 > 27 5 





[4-6] التكامل غير المحدد: 111668121 112061112166 


عرفنا في النظرية الاساسية للتكامل أنه إذا كانت 1 دالة مستمرة على الفترة [3,10] فانه توجد دالة 
مقابلة "| مستمرة على [3,2] بحيث أن: (3,5) © 3*2 , (108 -<(«)” ] 
2-()ع 8٠‏ ج [1,3]: ع هي دالة مقابلة للدالة 2 - (0)] 
ولكن هل “كا  )2(‏ دالة مقابلة وحيدة للدالة 216 -()0) ] ؟ 
وقبل الاجابة عن هذا السؤال نتأمل الدوال الآتية : 
1+ "»ا-دسم)ع , 8ج ][1,3]:ع (1 
3+ - وميم ب 8 ج[1,3]: رع (2 


2ل.- “انسيرع , هج ][ة1,3]:بع (3 
5-©*ا- )رع , 8ج][1,3]: رع 4 
اننا نلاحظ أن كلاً من ,"ا و ,"ا و ,تأ ,"ا لها صفات "| نفسها أي أنَّ كلاً منها: 
(1) مستمرة على [103 ] 
0 كثيرة الحدود 
(11) قابلة للاشتقاق على (1:3) 
فق (0,3) ع« , 22 - 0ع - ومع - ومع - ورمع . 


وبداءاً على ذلك يمكن القول بان كلاً من: ,1 و ,2 , رو ,17 دالة مقابلة الى . 


أي انه توجد اكثر من دالة مقابلة للدالة المستمرة على 1:31 ] والفرق بين أي دالتين مقابلتين للدالة © 
يساوي عدداً ثاباً لاحظ أن : 
لدم مدر “) - ()) رع - )رع 
2222 
يكن 6-(5- 6ن +6 - وويع ومع 





وبصورة عامة 
اذا كانت للدالة 4 المستمرة على [3,5] دالة مقابلة "1 فان يوجد عدد لانهائى من الدوال المقابلة للدالة 
كل منها تكون من الصورة : © + 1 حيث © عدداً ثابتاً والفرق بين أي إثنتين منها يساوي عدداً 
ثاضاء 














904 


تسمى مجموعة الدوال المقابلة التي على الصورة () + 18 بالتكامل غير المحدد للدالة + المستمرة على 
[ 2 ] ويرمز لها بالرمز *أ7(0) 1 2 إذا كان رمز المتغير 3. 

كما يصطلح على كتابة التكامل غير المحدد على الصورة : 

عددثابت 8 > © ©+ )6 -10002 ل[ 


0 أوجد *0(*«) 6 ! اذا علمت أن : 
2+1 +35 - («)](3 
يا جيرا ومع ح («)] (م 
]> ع5 +ع - («) 2©01 


(4+»2)صذة > 0 ) ](ل 


2*7 ثي 


يرل تبرج تمر ع جر ل ب كلك - زوز عرض + ©»3) 1 )3 


-1 

8 . »” : 1 

ع + خ ير ورزو دع + -ث + ير وزو ح ير( 2 )ا + كا وم») 1 )0 

-1 »” 
2 


:: 
08 ووو كي ور مةا»اعهع5 +7) 1 60 


+40 ج+26) ووه ل - و4 +26) ا | (0 


15 

















ل صرك : 
3 جد التكاملات لكل مما يأتى : 


3 1 )«5 + 3(* )2<)(0« 


3+ (20«)] 
.٠. 1" )«( - 2“‏ 
ع + [100 ]د - »ووم [00) ] 1 -*2:(0) 0+3(7«) ٍ 
+ *(06043 5 ْ 
)“57 يق + 3) ل ى 
نفرض أن : 6+8 - )”4 جح 5 بيرق +32 - («) ع 


«8(0 +6<2) “(5 جهرق + ©36) | ٍ- “4 +عد3) “(5جهرع + 322) | .. 


[100]ن 1 مي » 1 
2 -:1009 '[100] [ - 





عه انرو لوم 
14 


“0< 005 1127و ل 6 


نفرض أن : 5 : 
يك “205 -(20 1 ج 2وزو - («) ] 


-*«00*«)” 1. 600 ا 1 -2«اعا 05 5117 1 2 





]1200[' 
5 


100 
2+6 د وتنك 


0 “ع5 2< 7 ةا ل 4 


نفرض أن + 
3 5530 - (1200 ج>« 020 - 0« ]1 


- »0 :)”1 2001 ] 1 يم “ع56 > ةا 1 3 





]100[' 
7 


1 
6 +24 اا 205 





تكامل الدوال المثلثية التربيعية 


+ 0 مم - 060 56050 2 


ع + 6م - - 06 0 تعقو ا : 


ع + 0- مه - 060 2 - 00 56ع56 / - 1(00- 6 5ع56) / - 06 260مما ا 1 


+ 0- 60م - - 1(00- 0 تعوع) ا - 06 6256م ا ه: 


0 ممه | 6-3 ٍ- ]| - 06 20منه [ . 


قي 1 3 م1- 
4 2 


1 لسستمدة| 


أمثلة 1 
لُق .ى. ىردت ئرن يني : 


© +3 205 3- - )302 35111 ! 2 -*«30 رزو 9 ا 


: | 20520060 - 





سر 


ع + تي ومح ٍ- - »0 ”2 رزو 37 1 ِ “0 ملو 2 1 


“كه 7( 5مك - 511) 3 “ع 2057 + 005 ملو 2 -)< 5117 1 - اه 2 مرزو - 1/يه | 1 


© +( 512 + ا 2)005 -ح ان( و20 -< 511) ]+ - 


م 


دي 


2 
لتك - يك »ا “زد 41 


“0 2 0057© 1 +20 و20 1 2ه ٍ- 
“0 4 005 4 1 بين 1 2 و2 | ين 1 ٍ- 


. 1 1 . 1 1 
464 مزه د24 وزع سورك - ال ل ل ل ص 1 


155 





8 . 
“ا 205 - 5111 
الهس 
8 


ات 2 ا 


- 0( مذو + ومع) "( 205 - مززو) ! 5 


62 


+ 





0 007 +1 
ِ تٍِ - »ا عوو» “صم | - بن > ل | 
:213122 2 3107 


“0 005 )< 5117 ا -2«اععا 2005 ا - 2( “مذو - 1)عا وم 2 << و00 ا 7 


1 


51 . 
ع + 1و ح- 





* 307 ةا 


- بير "عهةكا مها | <ي«ل 





60 4 


“30 115و )< 3 2057 ا 2 -<«ا3 “5مك (37 37005 زو 2) ا 302 610057 511 2 9 


“3 “ومح 2 
عل »يز دشحت 


+3 ايوم حم 
6 4 3 


»2 للقدكاك _ 605 “مو -2 ”5م20 | -» 5 “4 205 آٌ 


0 ©05 27)- 51206 


اج 20 لط ك2 20)005 صأة كا 5و0ه) / _ 


©05 27)- 51206 


1 . 1 1 
+26 ووه 26-2 ملق ج - 2:04 ملة +226 قدت ) | - 


جعرم وزو لك عر - بزميرة شمن [ .11 
0 
1 ٍ 
6+« - 52 )مح تعديت امه .12 


+ يد )7 مما 2 - 7206 012 |13 








جد تكاملات كل ثما يلى ضمن مجال الدالة : 


للد ع 0 


*«) »5م 2عو2 / 4 


«ك25 +102 ©رلة |[ .6 
”لحعسهد| 5 
ك0 


لحا / 10 
4 
“0 )47 2عع5 ا 12 


“ع 8 32027 ! 14 


“لك 27 2052 2 16 


18 | ©2054 3<© 0“ 


_-2 _-2 
و1 2 ]ل 
4 


3 
005 
| 


املد -1 


ب | و5 


“ا ل 
54+ “«3) 
“0 ملو[ 1 
«0 17 32) | .9 
302 ومه +1) | 11 


“0 27 02و |3 13 


15 |] 


23+ ومع ]1 


*أه 87 زد 1 15 





[4-7] اللوغارتم الطبيعي 1.05211]1121 ١121611131‏ ع1 


درسنا دوالاً مألوفة نوعاً ما. فكثيرات الحدود والدوال النسبية وغيرها من الدوال الجبرية تنتج عن عمليات 
مألوفة فى الحساب والجبر ويمكن مطابقة قيم الدوال المثلثية باحداثيات نقط على دائرة الوحدة. اما الان 
فندرس دالة اللوغارتم الطبيعي التى تعتمد على حساب التفاضل والتكامل حتى في تعريفها. 


[2 


يعرّف لوغارتم ا الطبيعي, ويرمز له ب (1182) بأنه : 


1 
)1(١‏ “لاا :و 0 | -عدما 














يمثل هذا التكامل لكل ا اكبر من 1 ؛ المساحة امحدودة من الاعلى بالمنحني + - ٠‏ ومن الاسفل بالمخور 21 
ع 
اي اذا كان 1 -: , تطابق الحدان الايمن والايسر للمساحة واصبحت المساحة صفراً. 


6- م 4:0 7[ اها 


3 


اما اذا كانت 3 اصغر من 1 واكبر من الصفر فعندئذ يكون الحد الايسر هو المستقيم > - 4 , والحد الايمن 
هو 1-1 وفى هذه الحالة يكون التكامل : 


11 »» 
امي | اما 
مساويا للقيمة السالبة للمساحة تحت المنحني بين ا و 1. 


* يدسب اول اكتشاف للوغاريتم الطبيعي الى النبيل الاسكتلندي 2120163 مقطه[ (1617-1550) 


1656 




















وفى كل الحالات . 2 عدداً موجباً. فانه يمكن حساب قيمة التكامل المحدد فى المعادلة (1) الى اي عدد 
وبما ان الدالة »ا 1/0 - (<)] معرفة بالتكامل 

1 
ل | - )ع 


1 


0< ”كا هو 


1 , 
فانه من المبرهنة الاساسية لحساب التكامل في البند (4-4) نعلم ان: لكي 3 


. 1 0 
اي ان : (كاما)- 
> “0 
كما يمكننا الحصول على صيغة أعم عندما يكون لدينا 11 133 حيث 11 دالة موجبة قابلة للاشتقاق 
بالفسبة ذلا 
فقاعدة السلسلة للمشتقات ( 161116 122113) ) تعطينا : 





ذه رفسال 0-0 

“أله لاله 6 

لال < - (نام0)1 جه كا ك5 
لا “ا نا 4 


اك 0 [إإذا كان [(4+ 3 )ما د فاوجد 0 
“0 


(4+*0)3 1 م 





1 لال 
ان الصيغة ناك - - (سها) 0 تقودنا الى ناما اي | وبشرط ان تكون 11 موجبة 











6رزة + 1 ح با 


08 ح- باه حت 06ح - ل 
00 





+ ناو - لك قفتم . 
لا زو +1 
ع + |5120 +1011 - 
[4-7-1] دالة اللوغارتم الطبيعي. 
لمكن »1 ع لا 
لو ابدلئا © ,و لا في مجموعة الازواج المرتبة: (0<< , »اما ح نز: (/ابا)! 
لحصلنا على دالة نرمز لها 8خ ,0 <لإ و (لا)' م1ا- ي» 
2-26 


ويكون مجال (لا) ' 10 هو مدى ( ؟) 122 


نتيجة : الدالة الأسية *© (اساس ©) هي عكس دالة اللوغاريتم الطبيعي وتستنتج جميع خواصها 


من هذه الحقيقة. 














“0 
© در 
ك نزم عار 
لاك 

“0 لا 
: 0 
م6 - تك 
لا 0 
لالم ىن م © 
با 0 م])( ب 
“60 5 





6“ ةا - لال ح 0« ةغل اقاام - 6 )0 
“دك “01 “01 





ان صيغة التفاضل لكان ب رن )ن تقودنا الى صيغة التكامل : ع ل نع ح بو" | 
54 





نفرض ان : نال - »)2 جح ن ح- كر 


3 1 1 1 3 
ع + "م 2س ب نع د د روك | د عزمهر © | .. 
2 2 2 


اذا كان 2 عددا موجباً .فان 05نم ب اج 





















































لال ى_ "03 
2 - 
54 54 
لكل ما يأتي 
وان 0 ودر )م ين )3 


13 )2 دو _ لاك ج 32*5 لا (ج 
4 
2*5 (2103) - 
ذو زرف دوب لاج دوو رن زه 
6 
(*2122()2-) - 
(5ه1)» 5م6. «منى د لك جه ملام ساب 0 
54 


رووك **52.( 105 ) - 

















2 - جد التكاملات الاتية: 


“ا 962 


ةا + 2 > 
4 


“ل »5 مه 


2 
عرزم "اتج بير 1 





3 1 
7 
4 
3+5 + 2ي5- 


86 ر 





“م 2< مرو " "تح 1 





9 


- 


5 


1 


32) 


8 


8 


5 


1 


3 - اثبت ان: 





96-0 |6-»«3 | | (م 2 - يل 


6 
١- 4‏ )1 دالة مستمرة على الفترة [6 و 2- ] فاذا كان 6 -0(<) 1 ! وكان 


2 اكه [3 +(«) ؟] أ فجد 0(<) ] 


2 


5 - جد قيمة 1 © 3 اذا علمت أن اعلا امم [ 2 دعو جه [ 
0 1 


6 - لتكن 2+1 + 2< - ()1 حيث 8 © > » دالة نهايتها الصغرى تساوي )-5١(‏ جد 00 
1 


7 - إذا كان للمنحني 1+ *(3 -<«) -(<) 6 نقطة انقلاب (2,5) جد القيمة العددية للمقدار 


)”1 هك 0)” 1 


0 





[4-8] إيجاد مساحة المنطقة المستوية. 





لوماعءع121 عأختمكء ما 9ط وعم عمواط 


دوتو عطةا 220 اا 3 لع 51559 2162 16 1' 





لتكن (<)4 حلا دالة مستمرة على الفترة [3,1] ولتكن لد مساحة المنطقة التي يحدها منحني الدالة 


اذا كانت 0 < ()1 فان المساحة لد تساوي : *«7(0) 1 1 م 


3 


إذا كانت 0 >(<)1 فان المساحة ل تساوي : 000 / م 


3 








في الشتكل !ا تغيدر إلشايتتهيا في القدمرة تطبه اعدف االسعسهد ‏ زض مخ 


24-23١5 الشكل‎ 


وعندما يقطع منحني الدالة( 1)1حلآ محور السينات في 1-ذا . 8-8 نتبع الخطوات الاتية : 

خطوات ايجاد المساحة عندما 1 تمتلك قيم موجبة وقيم سالبة على الفترة [ 3,5 ] : 

1. نجد النقاط عندما 0-(1)2 . 

2. نستخدم قيم ‏ التي تجعل 0-(1)2 كموقع على [2,5] لتحصل على فترات جزئية من [8,5] . 
3. بحري عملية التكامل على كل فترة جزئية. 

4. نبجمع القيم المطلقة للتكاملات في الخطوة (3). 





ومحور السيئنات وعلى الفترة [2و2-] . 
لخطرة الازلى بعل 
0-0« ] 
0 يك - تن 
0-(2-4«)» 
0-(2()02+2-«)» 
2---م» د 2 -م» 5 0 دير.. 


الخطوة الثانية : فترات التكامل هى : [02] » [2,0-] 
الخطوة النالثة : 





الخطوة الرابعة: جمع القيم المطلقة للتكامللات 
وحدة مربعة ‏ 8 -4+4- إ4 | |4|-8م ج إرل|+ |8 | -م 





جد مساحة المنطقة التى يحدها مخطط الدالة *ا - تق 


ومحورالسينات والمستقيمان 2-3 و1 -5 . 0 
نقاطع الدالة مع محور السينات بجعل 8-0و 
[1.3] © 0 دعر جح 0ح تير 1 هه م 
“.لا تحزئة لفعرة التكا 
ل الشكل (4-24) 


[153]>» و0 )0:1 


3 3 
1 


جد المساحة المحددة بمنحنى الدالة 
“21 + غ3 - ير ح («)غ ومحورا لسيناة: 2 


الحل 
م 2520 


نبحث عن نقاط التقاطع مع محور السينات أي عندما 0 حال 





0 -(1()2-2 )»ا ج 0 ع2 + 6ر3 تير 
2-<,1 20,22 


فعرات التكامل هنا + 1,21 ] ٠‏ 0:11] 


1 4 
| صدم كد 200 + 326 - ثير) / -,م 


0 


1 1 
]ميت ع 
زد رجا ديم 





4 1 
6 0 - 2700 + 326 - ت) أ درم 
1 2 


1 


1 
0 امد لطر كا درم 


أويظا+ابى| -ى 


- اد م ٠.‏ 
4| |4 


بم ]كل 


جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحني 1 ©« -(«)ع# ومحور السيئنات وعلى الفترة [2,3-] . 
نجد تقاطع الم لمنحني مع محور السينات 
0 -<1- »و 
[2,3-] ع ادير ١‏ 
٠“.‏ نجريء فترة التكامل الى الفترات الجزئية الآتية : 





]-2.-1[ 2 ]-1:1[ 2 ]13[ 


)4-26١ الشكل‎ 





نحد التكاملات : 


| *10- 86 درم 


اك 


| - تين ديم 


1 


2 2 .يم بر 1 9-31-1] حيم 
330 3 


أمكر|ج يشاح || -م 

















جد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة ماد ع لا ومحور السينات وعلى الفترة مك 
ب 6 2 
: 
بحد نقاط تقاطع الدالة مع محورا لسينات وعلى الفترات 1 1 


7 27511 + 0 دعر ج 0 دع رزو ٠‏ 


0 حير 0 - 1 


3 


ح 1 حيعر جح 1[ 


ع 
|| 
8 


1 -دع ج 1-- 1 


2 


إعك- 
إعك 
إعك-اءءد حير كح م - م1 
إعك 
إعكا 


3 





ثم نجد التكامل كما يأتى : : 
دي لحاس كحاباني 09-0 +(005)0- - ل وم» -] - ك«*ان 1 م 
2 


0057+0- - ([ا 5وم» -] - زم »«صلة أ درم 
0 


14+12 درم 
يلاع || -م 


وحدة ساحة 3 حثر: > |1112| د كر 
جد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة ا 005 > لا ومحور السيئات وعلى الفترة [ 10,16-] 


| 
بحد نقاط تقاطع الدالة مع محور السينات : 


1 
7 2 , ,رمج 2 ح ير ج 0 -ج وم» 


1 
[عم] 26 حير جه دن 
[17-] 6 جهو د 1 - م 
[7,7-] ع 31 حير جح 1 - م1[ 
2 
[7,7-] م 375 حهيع جح 2 - 1[ 


نحزيء فترة التكامل الى الفترات الجزئية الاتية 


اق الها 








نحد التكامللات : 


2 اصن ] <كه م 1 0 


00-2 7 +2 لرلة- -(1 -)512- دنه م 


1 0 06 . َ : 
0512-2 > اتراوك مرك لنسة] خيرق 0 ديرم 


1--0-1- مزو- وزو - ؟ [كا مز ] -ن<اه وم ديم 
5 1 
2 


نجد مجموع القيم المطلقة للتكاملات : ولا إرلا+ |,ى| -م 


وحدة مساحة 11-1+2+1-4-|+|2|+1-|-م 








[4-8-2] مساحة المنطقة المحددة بمنحنيين 


سبق وأن درسنا كيفية أيجاد المساحة بين منحني دالة ومحور السينات ومستقيمين والآن سندرس كيفية 
إيجاد مساحة المنطقة المحصور بين منحنيين : 
لتكن (<)؟ ,(<)0 دالتين مستمرتين على الفترة 3,2 | فان مساحة المنطقة 4 المحصورة بين المنحنيين 
بحدها كما يأتي : 
1 )ذا كان ( ) 8 < (7) 1 في الفترة [2,5 ] فالمساحة / هي “0 [(0)7 -(<) 1] ] 82 
' 
2)ذا كانت ( 6) 8 > (6) ؟ في الفعرة [3,5] فالمساحة 8 هي «90<0[0 -6)<0] ]- -/م 
8 
3) اذا تقاطع المنحنيان بين [3:5] نجد نقاط التقاطع وذلك بجعل ( ) 8 - () 1 ثم نجد قيم « التي 
تنتمي الى (2:1) ونحزئة [3:5] الى فترات جزئية ثم نحد تكامل الفرق بين الدالتين في كل فترة جزئية 
ثم بعد ذلك قد مجبوع مظلق التكاملات بزالتي مكل النباخةالطلوبة . ْ 


(«90 دلا 108 دلا ١‏ 
/ / 





تداثر دن 





, © فى الفترة [ط,3] 
“1010 -1900]] +2ه[00و -100]] -م (90 < () 1 في 


م 
*9)0[0 -100]] حم 








جد مساحة المنطقة المحددة بالنحنى «يه لز والستقيو « > لإ 


3 سكن : ياك« 

















203 0 >(1 -<« )يا جح ياد ير 
4 2 
- 
[ اك 1 
الفكلر4-29) 6 6 2 3 
جد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحني *كا لا والمستقيم 
“ا ح لا 
تقاطع الدالتين “اح تير 


0 -(1()2+1-)كا جح 0 - ع - تير 


[1,0[1,0,1-] جه 1- دا ,1 دكا ,0 دير 


0 “يسود مر 0 -إيهاء].ة|- 
0 5 


























سحت | بسكب إ-4- مده ل 3 3 








با ضصاك > (0)6 وعلى الفمرة 


جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين 605:2 ع ():) ]1 


, |] 


متاان 





ا 
2 2 ]| ك4 
6 
35# ادل 
4ه 


يضإ+اره| حم 


+ يدك( من -عرووع) |[ حتقرن؛. 


*لع(: ضرع عر ووع) / 
2 8 


35 





5 
أ مت +5 دنه | 


27 








3 
,إلا ومع +ع مأة] 


3 








+ للدهوع + 1 2 و 1 
2 4 4 








1 1 85 11 0" كك 
عد وون + - ررزة) - 029 1 


وحدة ساحة 22/2 -2+14+1/2-1/.- (1-2|+|1+ 2/|دم 





[4-8-3] المسافة عع1015622 عط]' 





لتكن (6])/ا سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم وفي مستو فأن المسافة المقطوعة في الفترة الزمنية 


0 / ' )8 


اي و] هي : 





حيث 4 تمثل المسافة, المسافة كمية غير متجهة أما الازاحة 5 والسرعة 7 والتعجيل 2 فان كلاً منها كمية 


متجهة لذا فان : , 
0 ] -“ ()/3] - 5 





فجد: 

3) المسافة المقطوعة في الفترة [ 1:03 ] 

0) الازاحة المقطوعة في الفترة [ 1,3 ] 

©) المسافة المقطوعة في الثانية الخامسة 

20 بعده بعد مضي (4) ثواني من بدء الحركة. 


من الواضح أن الجسم يغير اتجاهه )3 


| قبة],|1,2|ك [1,3] ع 22 )د 0 سهد 2 .:. 





.:.0- | - 44[( 





ل 





0 م 1 1 





+40 -غ2) 1 








12 - 40 





- |))4-8(-)1- 4(| +|)9 -12(-)4-8(| - 1 +1 - 0 





1-41-0]-9-121] - :46 - ت]] - هو( -ئ2)” | - د (م 


م5 |[6-6ل] - [20 25 ]| - إترهه- ]| - نوددهم | | -ه (ه 





01-0]-[16-16] - و4 8] دهوره-26) ' [ -د (ه 


جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره 000 (18) فأذا كانت سرعته قد أصبحت 5 (82) 
بعد مرور 4 ثواني من بد الحركة جد : 

2)لمسافة خلال الثانية الثالثة 

) بعده عن نقطة بدء الحركة بعد مرور 3 ثوانى 


0 ]| - 41 )د ]| -ن أه 


21-4 - / +186 - لا 
2-0 جع +(18*24)-82 
0+ - لا 


39 0< لاج 10<0+غ18 
3 
[36+20]-[81+30] - [10+ 98د (10+:18) | حل 


2 2 


م1 ]1 - [0]-[81+30] - [غ10+ تو ]د:ه(10 +18 | -؟ )0 








1. جد المساحة المحددة بالمنحني ©« - *كا ح لا ومحور السينات والمستقيمين 1-< و 2-1 . 
2.جد المساحة المحددة بالدالة 4 - “ع3 - “ا  )<)(‏ وعلى الفترة | 2,3-] ومحورالسينات. 
3 جد المساحة المحددة بالدالة “كا “6 > ()) ؟ ومحورالسينات. 

4. جد المساحة المحددة بالمنحني 3 510-/ سرد سي 0 
5. جد المساحة المحددة بالمنحني 200577<2-1 حلا ومحور السيئات وعلى الفترة 0 
6. جد المساحة المحددة بالدالتين 61ل لاد ل وعلى الفترة [ 2,5 ] 

7. جد المساحة المحددة بالدالتين 12- أ - لإرثكا - لا . 


8. جد المساحة المحددة بالدالتين هذ - () ؟ ,6050 هه > ()9 حيث [0,27] ©“ 


: : 31 
9. جد المساحة المحددة بالدالتين 1 +2512 - (<) ؟ ,512 - (9)7 حيث اعدو ع » 


0. جد المساحة المحددة بالدالة 3+ 4 + “ا > ل ومحور السيئات. 


208 





1 . جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة 3]5-61+3[00/5)-(1/)6 إحسب: 
3) المسافة المقطوعة في الفترة [2,4] 
6) الازاحة في الفترة [0,5] 


2. جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره 0/57 (46+12) وكانت سرعته بعد مرور (4) ثواني 
تساوي 90/5 إحسب : 

2) السرعة عندما 2-] 

)المسافة خلال الفترة [1,2 ] 

©) الازاحة بعد (10) ثوانى من بدء الحركة 


3. تتحرك نقطة من السكون وبعد ] ثانية من بدء الحركة أصبحت سرعتها 5 /ما (2غ6 -غ100) 
أوجد الزمن اللازم لعودة النقطة الى موضعها الاول الذي بدأت منه, ثم احسب التعجيل عندها 





[ 4-9] الحجوم الدورانية: 156901111012 01 وعدتتا[آه17 





1 . لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المخددة بين منحني الدالة («) 6 -لا المستمرة من 
كا الى -لا حول محور السينات 


6 
نطبق العلاقة التالية *«0/ | > - 7 


2. لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة (/ا)؟ -< المستمرة من 
2 -لإ الى حلا حول محور الصادات 


6 
نطبق العلاقة التالية: /ك*» | 7 - / 


1 نا 


“0 ] - يك 00/607 ] - 


7 - 87-0 ع 





ل 6 











ظ 
: المنطقة المحددة بين المنحنى 4ع نا >1 ح- ح ير دارت حول محور الصادات . جد 
حي , زل 


| 
وحدة مكعبة 21102 - 4-0 مصاع - الاضاع] ره | دنم | دن 
لا 1 1 


أوجد الحجم النات من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته “«8 ح ذلا 
والمستقيمين 0< , 2<لاحول احور السيني. 


وحدة مكعبة 167 - [*]عه دين | > يتن ]دم 


اوجد الحجم الناتٌ من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته “27 > لا 
والمستقيم 5 -<« ,0 -« حول انحور السيني. 


1 ع نك دين “4 2 01 دن 


0 


وحدة مكعبة :25007 - 3125 “2 








اوجد الحجم الناتٌ من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ "4 - لا والمستقيمين 16-لا, 0<-لاحول 
احور الصادي. 









6 
”ا |[ ٠‏ 
16 16 
7 -[2]1616 - ا - يك 7 ]د 
وحدة مكعبة 0 0 


3 
اوجد الحجم الناشيء من دوران المنطقة ا محصورة بين محور الصادات ومنحني الدالة كر 3 
3 > لا > 1 »دورة كاملة حول احور الصادي . 








17زملا 67 - 








1 
1 
0 








1. اوجد الحجم الدوراني المتولد من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ و عدا والمستقيمين 
2 -,1-لا حول المحورالسينى. 


2. اوجد الحجم الناتٌ من دوران المساحة المخحصورة بين منحني الدالة 1 +« -لإا والمستقيم 4-لا حول 
المحور الصادي. 


3. احسب الحجم المتولد من دوران المساحة المحصورة بين المنحني 1 - »+ ثلا والمستقيم 0-ا حول انخور 
الصادي. 


4. احسب الحجم المتولد من دوران المساحة المحصورة بين المنحني “2 > لا والمستقيمان 2 -«,0 -<« 









117 تاعام 2 طن 
اله 





مقدمه. 
حل المعادلة التفاضلية. 

الحل الخاص والعام للمعادلة التفاضلية الاعتيادية. 
المعادلات التفاضلية الاعتيادية من المرتبة الاولى. 
بعض طرق حل المعادلات التفاضلية. 


اليمزاو العلاقة الرياضية 


المعادلة التفاضلية الاعتيادية 


المعادلة المتجانسة 





[(5-1] مقدمة 


يعتبر موضوع المعادلات التفاضلية من المواضيع الاساسية في الرياضيات التطبيقية لكثرة ظهورها في المسائل 
العلمية والهندسية. فى هذا الفصل سنتطرق وبشكل مبسط للمعادلةالتفاضلية وكيفية حلها. 


المعادلة التفاضلية 10112161011١‏ 1(11161©11121) هى المعادلة التى تحتوي على مشتقة 
واحدة او أكثر للدالة المجهولة في المعادلة (اي للمتغير التابع في المعادلة) 








وده # المعادلة التفاضلية الاعتيادية هى علاقة بين متغير مستقل 

. (عاآطهتهم7؟ غخلمءمعلم1]) وليكن (<) ودالته غير المعروفة (7) 
(ع1ط172213 غ0معم»12) وبعض مشتقات (97) بالنسبة الى ( 
ومستروسلة لهسلا 1 + الل 6و التسس سس مشسيسسو الي 
مهناو امتخمع م1016 جتمستلع0 ) 





الوا 





لا ح عا + يراتا + لا 4 ا 1١‏ 
ذه 
5 - م1 “ع + 2 + “(”/ا) 5١‏ 0 ح لإثيا - رإيا5 + /الإذيا 2 
3 
0 - ثلا لإا دلا ومع + تال :6 الل الك :3 
“0 “ك*ام 


كلها معادلات تفاضلية اعتيادية لان المتغير لا يعتمد فقط على المتغير »7 




















ل تك مس10 


المرتبة او (الرتبة) :201063 : تعرف رتبة المعادلة التفاضلية بانها رتبة اعلى مشتقة . 
الدرجة 1068166 : تعرف درجة المعادلة التفاضلية بأنها: اكبر قوة (أس) مرفوعة له اعلى مشتقة 











فى المعادلة التفاضلية . 
مثلا: 00 َ لك 1 
من الرتبة الاولى والدرجة الاولى عر 
* 
500000 لا45 .و 
من الرتبة الثانية والدرجة الاولى ‏ 7+ »5-3 - خ- (« 
“0 
من الرتبة الفالفة والدرجة الثالفة 0 - لاح راج “وي”يا) 3١‏ 
من الرتبة الغانية والدرجة الاولى 0 ع *(//إ)/ا2 + ”لا «4 
0 
من الرتبة الاولى والدرجة الرابعة 5 تيح ا 59 
010 
من الرتبة الثالئة والدرجة الثانية ‏ 2-7-0 د د 0 :6 


56 


فهي من الرتبة الرابعة والدرجة الاولى 0 ح ألا /[“»ا + لا ومع + ”الا (7 





يش درجة المعادلة التفاضلية التي تكون جبرية في مشتقاتها هي الدرجة 
الجيرية للمشتقة ذات ت اعلى رتبة تظهر في المعادلة . فمثلا المعادلة 


التفاضلية : “(/)+1/. - " (ثلا) 


من الرتبة الثانية لان اعلى مشتقة فيها ”لا 





حيث يمكن ازالة الجذور او الاسس الكسرية ونحصل على  :‏ “(//إ) +1 -ح ©“ (ثلا) 
وبنذلك تكرن درجة المعادلة التفاضلية الرابعة 


216 























[5-2] حل المعادلة التفاضلية الاعتيادية 


1011121 02010217 عه 1ه طمتان1[ه5 





ان الغاية من دراسة المعادلات التفاضلية هي كيفية أيجاد حلولا لهاء ويتم ذلك بأيجاد علاقة بين المتغير التابع 
(غير المستقل ) لإ والمتغير المستقل لا بحيث تكون العلاقة خالية من الاشتقاقات وان تحقق المعادلة التفاضلية 
عند التعويض 


المعادلة التفاضلية 


حل المعادلة التفاضلية هو اية علاقة بين متغيرات المعادلة التفاضلية بحيث ان هذه العلاقة : 


ب ) معرفة على فترة معينة 
ج) تحقق المعادلة التفاضلية 














اي ان الحل للمعادلة التفاضلية الاعتيادية هو اي دالة لمجهول (المتغير التابع ) بدلالة المتغير المستقل تحقق 
المعادلة التفاضلية. 


بين ان العلاقة 3 + *ك - لا حلاً للمعادلة التفاضلية لإ + 2 - /« 


“3 + كا - لا ند الا فيكون: 
رقا 3 ح-ح الاج (1)... “م3 + *كا - لا 
نعوض (1) و (2) في الطرف الايمن والايسر للمعادلة التفاضلية وكما يلي : 
لا»ا -ونا | 


“3 + “282 - (282+3)- 
31 + 5ع + *عا - لاج تيا - 15م 


اذا العلاقة المعطاة هى حل للمعادلة التفاضلية اعلاه 3-١5‏ +282 - 
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[3 - 5] الحل الخاص والعام للمعادلة التفاضلية الاعتيادية: 





ان حل المعادلة التفاضلية الاعتيادية كما اسلفنا هو اي علاقة بين ,آ تحقق المعادلة . غير ان الحل العام لاي 
معادلة تفاضلية هو الحل المشتمل على عدد من الثوابت الاختيارية مساو لرتبة المعادلة » فاذا كانت المعادلة من 
الرتبة الاولى وجب ان يكون حلها العام مشتملاً على ثابت اختياري واحد هو ثابت التكامل الذي يظهر عند 
اجراء خطوة التكامل الوحيدة لمعادلات الرتبة الاولى . اما اذا كانت المعادلة من الرتبة الثانية وجب اشتمال 
حلها على ثابتى تكامل نظراً لاجراء خطوتى تكامل عند حل معادلة الرتبة الثانية وهكذا ... 
: المثال : 0 
علي مين اكاك 6 وو ريو لا 
7 


0 


تعتبر معادلة تفاضلية من الرتبة الاولى ويحققها الحل الخاص *”© - لآ كما يبدو من التعويض في المعادلة 
التفاضلية غير ان حلها العام يجب ان يشتمل على ثابت اختياري واحد © , فيكون *0©7- لق 

اما المعادلة التفاضلية 2 فهي من الرتبة الثانية وتحققها الحلول الخاصة : 

“ا 205 ح لا ,كا مآد ع لا غير ان حلها العام يجب ان يشتمل على ثابدي تكامل اختياريين» كان يكونا 
,لك ويصبح الحل العام عندئذ بالصورة < 6005 8 + 512 4 ح لا 


اك اثبت ان - |2| 112 جت-آ احد حلول المعادلة : لك 


(0....01 << , لاجياح خير 
4ه 


الحلا 0 ان المعادلة 2<2-[:| 112 ع - ل خالية من المشتقات ومعرفة فى 120 ولكى نثبت انها 
احد حلول المعادلة التفاضلية (1) نقوم بالتعويض المباشر فى (1 ) 


1ح د وو 0 15اا 
> 60 


إلااهل»ا - (/ -|«اما+ 7).» - 


ا أما.»ا << - ءام[ »ا +ع - لإجير ح ورم 


اذاً الدالة المعطاة هى احد الحلول الخاصة للمعادلة التفاضلية (1). 


2 





بين ان 2+« - 12/2 . 8 ح خ ء حلاً للمعادلة 0 - /ا- /ا2 


درا 2 ج ح +لا الإإما2 ج و جع - لاما 
لا 


0 -/ا- /ل/إ2 ج لاح //إا2 جب 


+« - 121/2 حلاً للمعادلة اعلاه 


2 2 
هل 2-+ خالا حلاً للمعادلة التفاضلية رم لا 2 م 
56 


3 3 1 01 
وعليه 2 -ا+ ا حلا هو حلا للمعادلة 5 





برهن ان 2 2510 +27 005 3 - لا هو حلاً للمعادلة التفاضلية 0ح برك ج+ثلا. 


(1)... “2 512 2 +27 005 3 ع لل *.* 
“2 205 4 +26 جلو 6- ح أل .:. 
اف “5122 8 -27 2005 1- ح ثلا 


بالتعويض عن (1) , (2) في الطرف الايسر للمعادلة التفاضلية ينتج : 


ج (2 مأو 2 +2 5م» 3) 4 + (“2 مزو 8 -22 005 12-) - 15] | 
الطرف الامن 26-0 513 2+8 12006 +22 17زة 8 -)«2 126066 
- 
وعليه فان 2 251 +27 005 3 ح لا هو حلاً للمعادلة اعلاة. 


هل 0ر3 - ثلا هو حلاً للمعادلة 5 32 - > (ثلا) + ثلالا 1 


ج 36 +كا6 ح الب جح تيرب *ع3 - ةنز *.* 
“6 + 6 ح 8 (2) “/ا+ ثلا ) 21 
بالفسية علي 3 
الطرف الايمن ‏ 225 3 - )3 (//8) + ث/لالا -15ا ا ج ع3 +3 ح 27(ثي) + ثلا 
5ع 
وعليه فان 3» + 32 - 2لا ليس حلاً للمعادلة اعلاه 


220 





بين ان ”تم + “2ع حا هو حلاً للمعادلة التفاضلية 0 - /إ6 - // + ”لا . 


0 1 - 8 > 3 - 20 - الا حك م ل 0 حلا 5 


وبالتعويض في الطرف الايسر للمعادلة 
لا6 - الا+ ثلا _وبم | 


[#ع+ / 6-[36- ع2) +[ ع9+ ع4 ته 
«تيجم ا “توم _ “ث3 _ *2ى2 ل “تدق9 ب “462 - 


الطرف الايمن -0- 
5زم 
وعليه يكون 6+ ”© حلا حلاً للمعادلة اعلاه 








1 . بين رتبة ودرجة كل من المعادلات التفاضلية الآتية : 


لإ 
0 - بورد + زات - تي جه 
0 ا ( 


لاكى لات0 
7-نو5 - تيرب حت رط 
7 ير تيم ” 
* 05 + ذيا ح باق + و2 - “ريرم © 
0 0 
0 3+ ”20 5 0 5 
2. برهن ان اد ع لا هو حل للمعادلة 0 - لاج ثلا 
026 
3. برهن ان العلاقة ]3 5112 6 +36 005 8 ح 5 هي حل للمعادلة 0-:79 230 
3 
4. هل ان 2+2 - لا حلاً للمعادلة “ا - لا + /7إ3 +/لا ؟ 
5.هل 82 - لا حلاً للمعادلة [ 1/2 +1)/ا2 - ثلا ؟ 
6. هل 1[ - تلا + “28 حلاً للمعادلة 2-- #/لاثيا ؟ 
7.هل 5 زو - »الا حلاً للمعادلة0- غ257 + /[2 + /إ ؟ 


8. بينان * 36 لإ هو حلاً للمعادلة 0 -لإلثلا حيث 8 ح ج 


9. بين ان © + 7< > الإلمآ , 8 ع » هو حلاً للمعادلة /إ2 + /إ4«“2 ح ثلا 


2 








ان حل المعادلة التفاضلية هو عمل معاكس لعملية التفاضل , أي يقوم على عمليات التكامل » ومن المعروف 
انه لا يمكن ايجاد عكس تفاضل (الصورة المباشرة) لكل دالة . اي لا نتوقع ان يكون لكل معادلة تفاضلية 
حل عام بدلالة الدوال الاولية المعروفة . وعليه فالمعادلات التفاضلية التي يمكن حلها تقسم الى انواع متعددة 
حسب طريقة الحصول على حلها العام. 

وفي هذا الفصل سوف نستعرض المعادلات التفاضلية من الرتبة الاولى والدرجة الاولى بمتغيرين < و لآ . 
ومع ان هذا النوع من المعادلات التفاضلية قد تبدو بسيطة إلا أنه ليس من الممكن ايجاد حل عام لاي منها 
بصورة عامة . ولا توجد طريقة عامة للحل . وعليه فسوف نقسم هذه المعادلات والتى يمكن ايجاد حلها 
بطريقة مباشرة الى عدة انواع , اهمها : ْ 

1. المعادلات التي تنفصل متغيراتها . 

2 . معادلات تفاضلية من النوع المتجانس . 

3. معادلات تفاضلية تامة. 

4. معادلات تفاضلية خطية - معادلة برنولي . 

وفي هذا الفصل سنقتصر على النوعين (1 ) و(2 ) وطرائق حليهما. 


فمثلاً تأخذ المعادلة التفاضلية من المرتبة الاولى والدرجة الاولى الشكلين الاتيين : 


لال 
«)ع - خخ ([1 
(لا,»*ا) ْ ) 
0- لك زلاكا) لا يك زلا »ا) /211 
حيث 220 (لإ,*) الا , 0 ع زلا ,“«) لاا 


فالمعادلة التفاضلية : لاد _ لاك مد 
لا+ع»ا «*«اه 
يمكن ان تكتب بالشكل لاك زلا +كعا) ح »اه (/ا3) 
0 -/ه0. (با+ع<) - <«أه. (/إ»ا3) 
خوك (با+<) ع لطا , »3 ع إلا 


فى البئد اللاحق سندرس بعض طرق حل المعادلة التفاضلية. 
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اول : المعادلات التى تنفصل متغيراتها 1721121165 01 56221211011 


في هذا النوع من المعادلات وكما يظهر من اسمها نستطيع ان نعزل كل الحدود التي تحتوي على ا فقط مع 
“0 في جانب والحدود التي تحتوي على لا فقط مع /0 في الجانب الاخر فنحصل على : 
(1) ... /إ0(/إ)و - »ك.(«)؟ 


ثم نكامل طرفي المعادلة (1) فيكون 


ع +0[2()<) 1 ل ح لإل0ز/ا)0 ل 
حيث © ثابت اختياري (]0115]213) 41161:215797 ) 


«1 
م 


“كه (5 +22 ) ح لان جل 2-05 
> 
+52 + ير حلا اج 0( +»2) | دنه [ 


أْلٌَ رب ١-:_:ذ9‏ 


لا «*اه 


نجعل المعادلة بالصورة »*[ع(*«) 6 ح لإل(ل/إ)0 


اي : »1(0 -<) ح للملا 
باخذ التكا فين : ١ ١‏ 
لكريم “10 -«) ل ح للملا ل 
برت ولت ترد 
ْ 0 
227 +22 22+ ح يو جدع 2 +2 - 2ه - 2ل 

1 


7+«22-2“)+- 
(لكون © ثابت اختياري فان 26 ثابت اختياري ايضاً اسميناه رع) 





٠. 3 ٠ 3‏ 3 1 
حل المعادلة التفاضلية “اح /إ0052 2 زو ح بل حيث 0 6 لا ول ولك كر 


نجعل المعادلة بالشكل *«0(<)؟ ح لإك(/ا)0 


1 


لا وم 





أي : “0 6 ماد ع /إك 


06 » متو ع لاملا “عع؟و 
باخذ التكامل 0 5111 ل - لإللا “ع6و ل جل 
حيث 0 ثابت اختياري © +<« 008 - - ل[ 131 


اوجد حل المعادلة التفاضلية 0 - لإى,»ا -/لا عندما 9 -لا, 2 حلا 


لاك 


1 
346 فوح دون الاك ود وأعردر 
54 54 


1 1 9 
+ لال2 ج ع | -ير20 / | ج كمه - 20 لا 


بالتعويض عن 9 -لا, 2 2 ينتج 1 
لدع جد +2 -6 جم + :(2)-- 20/9 


“اخل هر 
1 1 
7 + 22 -) - 24ح - ح رال,2 
) 5 لاج 5 لا 





حل المعادلة “تح -- 


4 


ين ”2ع ح ناح بد معت لك 
“0 


62*20 |[ ٍ- 10 -) نه | - 


حيث 0-لإ عندما 0 <<« 


1 
بالتغويض عن 0< لز , () - ا ينمج سلة 


3 _ 1 م 1_م 5 
اص ع رك 00 6 6 











اذن الحل هو : 5 5 1 
(25ه-3) 2د لاج جد كت ققد د لاله 

2 2 7 
“36 .11 
2 ف 
2 داق 

م3 

وبأخذ 1 للطرفين ينمج : "ع 10لا ج 








0 
اام جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : 2ك 12ج 


ل 
1[ +» لا 1+ ي» لا 


جع + >(1+<«)ما - الازما 
ع - 1(5+<)صا - الااصآ 
5 الا الاا 


1 00 0-6 
)«+1( )«*»+1( 








حيث “© ح,0 ثابت اختياري . 
*(1 + )عه حا ناا 
“5+1 2 ديل 
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1 - حل المعادلات التفاضلية الاتية بطريقة فصل المتغيرات : 


2 -/إ,1<-»« , 26 )5 »مذو -]ا “وموك ثلا 27 
/ا0 

3+- 2 - بإ(1-يإ4 + تي) جك 0010 3 

0ح رثا ديرل»”ع ك1 27 +4./)1 - ثرإلا بع 
1 3م / 

يه الاأع2 ح لا (5 


2 - جد الحل العام للمعادلات التفاضلية الاتية : 


/ا0 
0 > لماه اد لا 5م كاصتورط 1-17- لا 00 2١‏ 


كك »ا لصتة ح لال لأثصة 4١‏ 0-لإك لإصما+ءاه نا *ومعكا ىك 


*» 0 0 
ا برثومه عرتوو لك ان 


الم + ث/ا3 زم ” “0 





0 ح ثاب اقخق 5١‏ 





فانيا : المعادلة التفاضلية المتجانسة 1011261011 1011161126121 110111056110115 

قد تكون المعادلة التفاضلية ليست قابلة لفصل المتغيرات فيها ولكن قد تكون في الوقت نفسه بصورة 
معينة نستطيع تحويلها الى معادلة قابلة للفصل وذلك باستخدام بعض التحويلات ومن هذه الصور المعادلة 
التفاضلية المتجانسة وهي المعادلة التي يمكن كتابتها على الصورة 





لا لا0 
)+ كت 
ل 6 


فمثلاً المعادلة : لاب - للك (“ل+ “»:) يمكن كتابتها على الصورةالاتية: اا 
*» * 
وذلك بالقسمة على 0 * كر + 


بين اي المعادلات التفاضلية الآتية متجانسة؟ 


1) المعادلة التفاضلية ا كٍَِ 
دلة التفاط استلسد حص لحد 2 
0-5 ا 7< و2 »«ك 0 
9 لال 
بقسمة البسط والمقام على 0 عم “ا ينتج 6 وى بعك 
تي 
2 لا 
إخار: 
العادلة مشجافية “21 ل 
1 ريد 0 
(2) المعادلة التفاضلية 0 - 22 + 2ل - الإلإ»ا2 1 
بقسمة العادلة على مر تبر ينج : تلا لوه 
2-0 جك 5-0 
تي » 


2 22-0 
١4 4 





.”. المعادلة متجانسة 

الا شياط_ىنى الاك 

7” 0 المعادلة التفاضلية‎ )3١ 
هذه المعادلة غير متجانسة لانه لايمكن كتابتها بالصورة  | لا | 6 - لك‎ 
54 » 
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طريقة حل المعادلة المتجانسة 


اذا كانت المعادلة التفاضلية متجانسة فاننا لغرض حلها نتبع الخطوات الاتية : 


1 نكبها بالصرر ل ]|) - لك ثم نعوض عن ٠١‏ ف-ؤزاإو 6 - اراحيث الاير جديد وهو ذالة ل" 
4 


2) نشتق كا/ا ح لا بالنسبة للا فنحصل على 5 الى _ لك 








لب 
“0 ره 
3) بالربط بين 1 و2 ينعج /ال0 0 
1 -(7) + ح ايراج (/)] - نط ير 
ره “0 
5 2020 4ه 0 
57 ا ل 
# بعد نصل اللخير ات فصل ميو ١‏ 1 
ره 8 
5) بأخذ تكامل الطرفين | - 00 نحصل على الحل العام بدلالة كا , /ا 
زا 


6) نعوض بعد ذلك عن لان فنحصل على حل المعادلة بدلالة المتغيرين ©« «لا. 
”» 
حل المعادلة التفاضلية متب 
ام بقسمة البسط والمقام بالطرف الايمن على 0 + 7 نحصل على : 
21 رن 
(1).. > ع اي ان المعادلة متجانسة 
6د 5" 
4 95 كا 
بوص لخدن تصبح المعادلة (1) بالث 
3 *» - 0 2 3-1 _ لاك 
ااا 21 “0 
لال لإ 


000 لاج جيارا ع خخ ج ين - با 
“لك *«0 


بالتععويض عن (3) في (2) ينتج 





3072-1 مال 3102-1 0 
لا تيرج + 














جد ينهو - ير 
217 6 217 6 
2 
بفصل المتغيرات ينتج : 1 لسك" 
210 6 
/١ل0‏ 0 دون 
1ن 1 





[حيه] 


(2202-1 - هيا جه (1- بم |ها - »هآ 


|ءإما+|1- “ما -أ»«امآ جرال : 0 
ضن 





ايل الا امم لان 
1 بعد دأ جا معدي د لادنه 


“ا ثلا 6 
:00000 «#+لا_لاك 
حل المعادلة التفاضلية 7 
لكالا . بقسمة طرفي المعادلة على (0) * 206 تصبح المعادلة : 
لا 
به 
ل 
7 الا ويك 
د 
6 
وو ليرب زاوونل) حال دده 
6 
نعرض من (2) في (1)  :‏ 1+نا لاك 
تس تير بن 
1 نا «اله 
“0 1ن 1+ 20-7 /ال 1+نا ل 
ل -ح ريا 0-7 0 لس سس جح لسلسم 
> 1+ 20-7 0-1" 6 1ن <*اه 
أو|ساع دزا - إذج ق يجاوز أدب “9 حك - 
2 1 1+ ا ن2 ك 2 


1- 
ماما - ماج هملح 12+ ةما 


1 
1+ تنا ن2 يه 





-20-1072+1/ه جه 


1 


2 
9 

لك - ]+ 20-7 ج 
1 


»1 - لإ 2 + تير - 
مثال- 8 حل المعادلة ‏ ل +« ح الإزلا-«3) 
لا 
عدي 2 > زر 
5-1 لا - 3 
4 
اليا 
3-17 «<«اه 
0-0 بعتي ا ررد 
“له <*0 *» 
نعوض من (1 ) في (2) ينتج : 
/لا+1 دي نو لابو 
ل3-1 > 


0/177 اك 27+1- نا لل 
حا ناز ١+.ء‏ + ءءء ندا 

3-1 > <*«م لا3-1 »60 
]كر 1 





»* 
6 07-17 





|1-اإوز-- لاما ج يل 
ليلا 


2 
0-1 





0 
مثال- 0-4 جد الحل العام للمعادلة التفاضلية رجت 2 
7 
“روج تيا_ بإنك 


ا المعادلة التنفاضلية يمكن كتابتها على الصورة الانية : (1) 16 بيو عم 
وفي هذه المعادلة يمكن التحقق من ان كلا من البسط والمقام في الطرف الايمن هو دالة متجانسة ومن الدرجة 


الثانية لذلك نعوض عن : 77-7 وبالتالي فان : 











0 _ لاله 
نعوض من (2) في (1) ينتج (2) كاب 1 يم 
2 2 2,2 2 
افشاك 9 اشدظه 2د ”7 
2 28 54 

“+1 لك 

جدينا _ 5 

2 4ه 

ع2 -1_ نل 

0“ 2 

/ 0 
ل 

0“ ) 

فبفصل المتغيرات نحصل على الاتي : »2 1 : 0 
وباخذ التكامل للطرفين نجد ان »د 2 (70-1م) 
ل داعرام1<-- _ل 
ليلا 

حبق 6 ثابت اختياري اي ان : 2 1 

“2 + امآ 
وبالتعويض عن لا رن وبوضع 2 - © في المعادلة الاخيرة نحصل على : 
7 غ2 





-6ث2 
+ || مآ 








حل كلا من المعادلات التفاضلية الاتية: 


ا 
*م لآ سن 1 
4 


0 ح بال »ا + يك لع “ل .2 


0 ح بلإل(ل/ا3 +2 ) + »ا (/ا2 +ع«) .3 


الاخككا_ لاك بي 
2 «اه 


0 ح بإ /)< + يك( »ا - “/ا) .5 
لض( توج تي عيرم ةر .6 


لك" 7 


لا 
ح رخ ورج - 
4 ع 6 









الفصل (الساوس 


51 11م 12ر) 


ل 21 كك وود 6 دف 


الامقايل السمردى على مسي 


الرمزاو العلاقة الرياضية 


جه 
الزواية الزوجية بين (/إ) . (*«) (/) - قم - («) 
النحاحة الكاتبية 


اتساحة الكلية 


الممستوي 4 





1ك تم 

سبق وان علمنا أن كلاً من المستقيم والمستوي مجموعة غير منتهية من النقط 
وأن كل نقطتين تعيئان مستقيماً واحداً وواحداً فقط وكل ثلاث نقط ليست على استقامة 
واحدة تعين مستوياً واحداً فقط. وكل اربعة نقط لا تقع في مستو واحد تعين فضاء. 
اي أن المستقيم يحتوي على نقطتين على اقل تقدير, والمستوي يحتوي على ثلاث نقط على اقل تقدير 
لا يحتويها مستقيم واحد, والفراغ يحتوي على على اربع نقط على اقل تقدير ليست جميعها في مستو 
واحد. 

كما تعرفنا في الصف الخامس العلمي على علاقات بين المستقيمات والمستويات وبرهنا بعض 
المبرهنات التي يمكن الافادة منها في مبرهنات جديدة ستتعرف عليها في هذا الفصل . 

ولكي تتمكن من التواصل معنا وتتعرف على علاقات جديدة بين المستقيمات والمستويات, 
والمستويات والمستويات وتكتسب مفاهيم جديدة وتبرهن مبرهنات اخرىما عليك الا الرجوع الى مراجعة 
ما درسته في هذا الموضوع في السنة السابقة. 





0 الزاوية الزوجية : اتحاد نصفى مستويين لهما حافة (©1118) مشتركة. 








تسمى الحافة المشتركة ب( حرف االزاوية الزوجية 011(0112603:21 1:086) ويسمى كل من نصفي المستويين 
ب(وجه الزاوية الزوجية) كما فى الشكل (6-1) 5 





الشكل (6-1) 
طله»ه . 
حيث 85ل هو حرف الزاوية الزوجية . (26) و (لآ) هما وجهاها 
: : جه 

ويعبر عن الزاوية الزوجية بالتعبير: 8-2595 4- 0 
وقد يعبر عنها بحرف الزاوية الزوجية ان لم يكن مشتركا مع زاوية اخرى. 
مشلا : 
الزاوية الزوجية 

له 
و -5حخ- كل 

له 


85-215 - جل 


له 


وض - قا خ- ولا 





26-29١ الشكل‎ 


طله»ه 


حجت»»ه 
ولا يمكن ان تكتب الزاوية الزوجية بشكل 15 لد في هذا المثال لأن الحرف 415 مشترك في اكثر من زاوية زوجية. 
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الزاوية الزوجية 7 - 6 8 - 4 او الزاوية الزوجية 
بين المستويين (28©0) , (41860) . كما في الشكل (6-3) 


را م 


0 


الشكل (6-3) 


والقلين الرارية الروعيظ تيناع هط (ااغلى إتقافة الشمرعة الل وترم من( الخمره 
6 2 في 2) والعمود 28 في رلآ) على الحرف 815 فيكون قياس الزاوية الزوجية بين المستويين 
هو قياس الزاوية 01(15) وتسمى الزاوية 1 (1)) الزاوية العائدة للزاوية الزوجية. ( كما في الشكل 
(2)6-4 


الشكل )6-4١‏ 
بعبارة اخرى لدينا الزاوية الزوجية 


طله 


6-48-2159 


ولدينا 


«حجنمد-م 0202020200000 محمد 


19) 0-2108 1آ1 


هم ا ححطنلد د حي >ه | طل-دا 


م4 ل1128., 8 ى ل ب دآ 


جه مطل ه»ه 


.. 8 (01) ىم هي الزاوية العائدة للزاوية الزوجية 8 ل او(5)- 48 - (26) 





الزاوية المستوية العائدة لزاوية زوجية : هى الزاوية التى ضلعاها عموديان على حرف الزاوية الزوجية من 
نقطة تنتمي اليه وكل منهما في أحد وجهي الزاوية الزوجية 

أو هي اتحاد شعاعين عموديين على حرف الزاوية الزوجية من نقطة تنتمي اليه وكل منهما في احد وجهي 
الززازية الروجية 








ومن تعريف الزاويتين العائدة والزوجية بمكن استنتاج الآتى 
1) قياس زاوية عائدة لزاوية زوجية ثابت 


2) قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس . 





اذا كانت الزاوية الزوجية قائمة فان المستويين متعامدان وبالعكس 














طله»ه 


قياس ”907 -(27)-20-8418) جح رزلا ل 16 


الشكل (6-5) 






































اذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم في احدهما والعمودي على مستقيم التقاطع يكون عمودياً على 


المستوي الآخر 
اي انه: غ2 
اذاكان (70) 1 9) 
8 - 000/0 0 6 
١ 88‏ قغبلىو مع 
فان (8) | 68 8 
المعطيات. 


في نقطة 2 68 1  0/(,66‏ 066 ,68 -(/0060) ,(/0 1 («) 


المطلوب اثباته: 558 
() 1 مع 


البرهان. 
في (كا) نرسم 88 1 22601 (في المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقر 
1 فيه من نقطة معلومة ) 
8 ل مع ,بزلل م تغط 
... عم لك عائدة للزاوية الزوجية ولا - 412 - () (تعريف الزاوية العائدة) 


0201-0 > ما (قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة لها 
وبالعكس) 
.٠.‏ ]0 ل 0ا© اذا كان قياس الزاوية بين مستقيمين ”90 فان المستقيمين متعامدان وبالعكس ) 


جه 2 
.٠.‏ (16) ل ما (المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا 
على مستويهما) 


نتيجة مبرهنة (7): 
اذا شعانه ممشوياخ ةالتمنيفقيم الفرسوم مق نقطة فى السدهها نودي عن الندتتوى الأنشر 
يكون محتوى فيه. 


اي اند: ( 





8 


68 1 ح قاع جد( 070,71 > >ح,())‎ 0/١ 


كل مستو مار بمستقيم عمودي على مستو آخر يكون عمودياً على ذلك المستوي 
أو يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي على الآخر 
90 لقم ١‏ 
(6) 1ل(7) ج- جه 
0/١‏ ح قم 
المعطيات: 
(ا) 1 8م 
(لا» قم كر 


اي اند: أ 


0 


الفطلوت اثباكه: 


0010 
البرفاة: 
ليكن 280 - (/0)(00) (يتقاطع المستويان بخط مستقيم) 
6 8 (مستقيم التقاطع يحتوي النقاط المشتركة) 
في (2) نرسم مح | “عم (في المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستقيم فيه 
من نقطة معلومة) 
(86) 1 88 (معطى) 


“. 68,88 1 8م (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات 
المحتواة في المستوي والمارة من أثره ) 
:.: (/) - 86م (معطى ) 
“. 88 2< > عائدة للزاوية الزوجية 0]© (تعريف الزاوية العائدة) 
0 ع8م > 5 «الاذغع8 ل 8م ) 
مله 
.. فياس الزاوية الزوجية "90 - (6()- (]601-(/607 (قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية 
العائدة لها وبالعكس) 
)1 (7) (اذا كان قياس الزاوية الزوجية 90 فان المستويين متعامدان وبالعكس) 


و. ها.م 


من مستقيم غير عمودي علىمستو معلوم يوجد مستو وحيد عمودي على المستوي المعلوم . 
اي انه: 
8 غير عمودي على (26) 
. يها 
فيوجد مستوي وحيد يحتوي ([كر 
وعمودي على (26) 
المعطيات: 
8 غير عمودي على (26) 





ايجاد مستو وحيد يحوي 41 وعمودي على (16) 


البرهات: 
طه»ه 
من نقطة (لل) نرسم () 1 ,م (يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة لا تنتمي 
اليه ) 
حط هه ححطع ه»ه 
٠:‏ ىه 8ل متقاطعان 


.٠.‏ يوجد مستو وحيد مثل (/ا) يحويهما ( لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحويهما) 
“. (1(1)86) «(مبرهنة8) 


ولد هفة الردداتفة 
ليكن 2١‏ ) مستوي اخر يحوي 41 وعمودي على (16) 
(86) ل كلم (بالبرهان) 


,.(2) ح 6 (نتيجة مبرهنة 7) 

)-<(1) (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحويهما) ‏ ف. 02 
نتيجة مبرهنة (9): 
اذا كان كل من مستويين متقاطعين عمودياً على مستو ثالث فان مستقيم تقاطعهما يكون 
عمودياً على المستوي الثالث. 

المعطيات: م 

8م لمم 9 7 

لضابك ر اران 

المطلوب ائباته: 

88 1 )2( 

البرهات: 

ان لم يكن 813 عمودياً على (2) 2 27 

لما وجد اكثر من مستوي يحوي فلم وعمودي على (2) (مبرهنة 9) 


.(2) ل 8م ور ادي 


55 


في 880 لل 
“30 دم > و (>88) 1 م8 


مح 5 - م8 , مك 10 - ثم 
جد قياس الزاوية الزوجية 8 - 8.0 - (] 





المعطيات. 
ص 8-5 ردك 10- ظةى د 300- عمق > مطا,(ع88) 1١‏ 80 
المظلوب اثباته: 
ايجاد قياس الزاوية الزوجية 8 ع - 6 
البرهان. 


في المستوي (41600) نرسم 8 1 ع8 فى نقطة ع (في المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي 
1 على آخر من نقطة معلومة) 
1١ )88>(‏ م8 (معطى) 
.٠.‏ 86 1 ع0 (مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 
يب 8عم _ > عائدة للزاوية الزوجية ©/,8م (تعريف الزاوية العائدة) 
ع8 1 08 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات امحتواة في 
المستوي والمارة من اثره) 
> انا لل 'قائمالزاوية في م8 
في 826/6 للى القائم الزاوية في ع ا 


مداع ع8 > ----- هج - ف 3090وم زو 
010 2 8/6 


في ع08 ,م القائم الزاوية في 1 : 
. ضع 1 ١‏ - > - رطتاظ سما 
“.قياس 459 - مع8 7 ما 


٠“‏ قياس الزاوية الزوجية ‏ 455 - 8- 0 - (] (قياس الزاوية الزوجية هو قياس الزاوية العائدة 


ها وبالعكس) 


مثال -2- ع 


ليكن ©6886 مثلثاً وليكن : 
(68) اعم 

ع ل م8 

معلرعق8 
(عمع) ع8 

2 بقع 


المعطيات : 
ع ل مق بحع ل 88 ,(عق8م) ل عم 
الملطلوب ائباته: 
(عمع) لس عقرعع ل عم 
البرهات: 
(ع1)88 عم «(معطى) 
6 1ل(818)) (مبرهنة 8 :يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي على 
الآخر ) 
معلع8 (معطى) 
.. (عمع) 1 ع8 (مبرهنة 7: اذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم في احدهما والعمودي على 
مستقيم التقاطع يكون عمودياً على الآخر ) 
8601 «(معطى) 
.ع © ل 6ع (نعيجة مبرهنة الاعمدة الثلاثة 


و. .م 


مثال - 3- 


(7(,)1) مستويان متعامدان 

88) 

8680 عموديان على لم 

ويقطعان (لآ ) في (1,) على الترتيب 2 ا 

بساك "لك اله" 

090 1م68 

المعطيات : 

إذ(/) 1 ()1):() - 8م : (81, 80 عموديين على وزيم ويقطعان (1) في 0,10 على الترتيب 

اللطلوب ائباته: 

6851) 

البرسضات: 

ليكن (2) مستوي المستقيمين المتقاطعين (181, 80 (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستوياً وحيداً 
يحويهما ) 

بما ان 8,80 ل قم ( معطى ) 

(2) 1 8م 

(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عمودياً على مستويهما) 

, () 88 (معطى) 

... (2) ل (06) (يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي على الآخر) 

٠.‏ 07 1ل() (معطى) 

ونا كان 68 -(2(2006) (لانه محتوى في كل منهما ) 

08 ل م6 

(اذا كان كل من مستويين متقاطعين عموديا على مستو ثالث فان مستقيم تقاطعهما يكون عموديا على 

المستوي الثالث ) ش 





1. برهن ان مستوي الزاوية المستوية العائدة لزاوية زوجية يكون عمودياً على حرفها. 
2. برهن انه اذا وازى مستقيم مستوياً وكان عمودياً على مستو آخر فان المستويين متعامدان : 
3. برهن ان المستوي العمودي على احد مستويين متوازيين يكون عموديا على الآخرايضا . 


4. 0,2 ,قر اربع نقاط ليست في مستو واحد بحيث ©4 - 48 82 ح ع فاذا كانت 
10خ -> عائدة للزاوية الزوجية 1 - 86 ل برهن ان 81 - 05 , 


5. برهن انه اذا وازى كل من مستقيمين متقاطعين مستويا معلوما وكانا عموديين على مستويين متقاطعين فان 
مستقيم تقاطع المستويين المتقاطعين يكون عموديا على المستوي المعلوم . 


6. دائرة تطرها قتف 6 عمودي على مستويها . (1 نقطة تنتمي للدائرة . برهن ان (1040)) 
عمودي على (21(58)). 





(6-3) الاسقاط العمودي على مستو 
عموا2 ج دده دمتاءء زمعط 2[1ممعمط02 عط1]" 


1) مسقط نقطة على مستّو: هو أثر العمود المرسوم من تلك النقطة على المستوي . 

2) مسقط بموعة نقط على مسّوي: لتكن ,آ مجموعة من نقاط في الفراغ فان مسقطها هو 
منجموغة كل اثار الاعمدة الرسومة من نقاظه على المسعوي , 

3) مسقط قولعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم: هو قطعة المستقيم امحددة بأثري 
العمودين المرسومين من نهايتي القطعة على المستوي المعلوم <١‏ م 
ليكن 413 غير عمودي على (236) وليكن 

(6) 1 86 حه مسقط ل على (2ا) هو © 

()-ل80 > مسقط 1 على () هو( 

.“. مسقط 48 على()هو ([6© 


42292 ذا كان «)/ 8م 


فان (01) - 415 


4) الستقيم المائك (12.آ 210 1)على مستّو: هو المستقيم غير العمودي على المستوي وقاطع له 
5) ناوية الميك (2602<ذاعم1] 4ه عاعصذ ): في الزانية المحددة بالمائل ومسقطه على المستوي. 
ليكن 615 مائلاً على (3) في 1 

وليكن () 1 6 في © 


“. ن) مسقط 4 على (غ1) حيث ()1) © م 
كذلك 8 مسقط نفسها حيث ()) جح 8 
> 80 مسقط 418 على (0) 
ايان 90> 0>6 
(0,905) ع 6 
ل ا لفة 
طول مسقط قطعة مستقيم على مستو - طول المائل ءا جيب مام زاوية الميل. 
فعندما تكون 419 مائلاً على (36) وزاوية ميله 6 ومسقطه 280 فان |0050 88 - )18 
7 مسقط مستوي مائك(21226 060ذاءم1) على 3) 
زاوية ميل مستو على مستو معلوم هو قياس الزاوية المستوية العائدة للزاوية الزوجية بينهما 
مساحة مسقط منطقة مائلة على مستو معلوم - مساحة المنطقة المائلة “جيب تمام زاوية اميل 
لتكن 8 مساحة المنطقة المائلة » “8 مساحة المسقط . 0 قياس زاوية الميل 
0 
اذا وازى احد ضلعي زاوية قائمة مستوياً معلوماً فان مسقطي ضلعيها على المستوي متعامدان. 
المعضات: 


5-9 





)الك زاوية قائمة في 18 

010)// قم 2 

8/8 هو مسقط 413 على (6[) 
”8 هو مسقط 80 على ([) 





“8 ل “8م 











البرهان . 


'88 مسقط 4183م 
816١‏ مقط 526 


> () 1 /88 ,/88 ,0 (مسقط قطعة مستقيم على مستو معلوم هو القطعة امحددة بأثري العمودين 


المرسومين على المستوي من طرفي القطعة المستقيمة ). 


'88/ /'حف '»88'//6 (المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان ) 


بالمستقيمين المتوازيين ' 88 , 8/8 نعين (57) 
م د ١‏ 5 1 8 
بالمستقيمين المتوازيين ' )© ٠‏ “88 نعين (2) الكل مستقيمين موازين يوجد مسو وحيد يحتريهسا» 


لكن (00)// 8.8 
8-8558 0/6 
حب ' ال / / قم 
كذلك '8/8 1 887 


'88 ل 8م 


لكن ©8 1 8/ 
(2) 1 8م 


(2) 1 '8/م 


4/8 1 80“ 


(معطى ) 

(يتقاطع المستويان بخط مستقيم ) 

(اذا وازى مستقيم مستوياً معلوماً فانه يوازي جميع المستقيمات الناتجة 
من تقاطع هذا المستوي والمستويات التي تحوي المستقيم ) 

(المستقيم العمودي على مستوي يكون عمودياً على جميع المستقيمات 
المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي ) 

( في المستوي الواحد : المستقيم العمودي على احد مستقيمين متوازيين 
يكون عمودياً على الآخر) 

لان "90 - ©4886 ل |/( معطى ) 

( المستقيم العمودي على مستقيمن متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون 
عمودياً على مستويهما ) 

(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون عمودياً على الآخر) 


(المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات 


م.اه٠.و‎ 


مثال - 5- 


380 مثلث ؛ ()) ح ©8 

والزاوية الزوجية بين مستوي المثلث 
عظلك والمستوي (16) 

قياسها 609 فاذا كان 

م10 - 8 رن 13 - قم -ع ام 
جد مسقط المثلث )48 ) على (©2) 
ثم جد مساحة مسقط )41 لك على (25) 
المعضات: 


5-3 


()ه ©8رعقمىم 
قياس 609 -(07)- ©8 -(©88) 
28-0 مح قرم 





ايجاد مسقط )418 لك على (25) وايجاد مساحة مسقط )415 لل على (1) 

البرهات : 

نرسم ()) 1 (]م في ([ ( يمكن رسم عمود على مستوي من نقطة معلومة ) 

:. 01 مسقط 20 مسقط قطعة على مستو معلوم هو القطعة المحددة بأز 

مد (مسقط قطعة مستقيم على مستو معلوم هو القطعة المحددة بأثري 
مآ مسقط 8م , 

سدم ١‏ | . المسه :ل فد القطعة ااسعقية 

0 لعمودين المرسومين على المستوي من طرفي القطعة المستقيمة ) 


ل1ن)8 4 سقط )قلق لل على 210 

في (48600) نرسم عم 1 86 في 1 (في المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم عمود على آخر من 
نقطة معلومة ) 

ويماأن 8م دام (معطى) 


...م5 - غ8 ع )ع ( العمود النازل من راس مثلث متساوي الساقين على القاعدة ينصفها ) 


86 ل مع 


(نتيجة مبرهنة الاعمدة الثلاثة ) 
.٠.‏ خط 7 عائدة للزوجية )18 


(تعريف الزاوية العائدة ) 
لكن قياس الزاوية الزوجية ©8 -605 (معطى) 
في 81:8 4 القائم في 1 : 


م12- 144ل - 25- 169ل - عم 
في 41:1 42 القائم في (1 


7 - 6 »210 - مساحة المثلث 0 86 


نو ظالب مساكة الفط فقط فيك ابحاده عالت : 
مساحة (82):1 ع مساحة 480 6607٠2‏ 205 


#وووة د ا 
2 2 


م.اه٠.و‎ 





٠1‏ برهن أن طول قطعة المستقيم الموازي لمستو معلوم يساوي طول مسقطه على المستوي المعلوم ويوازيه. 
2 برهن أنه إذا قطع مستويان متوازيان بمستقيم فان ميله على أحدهما يساوي ميله على الآخر . 
3 برهن على أن للمستقيمات المتوازية المائلة على مستو الميل نفسه 


٠4‏ برهن على أنه إذا رسم مائلان مختلفان في الطول من نقطة لا تنتمي الى مستو معلوم فان أطولهما تكون 
زاوية ميله على المستوي أصغر من زاوية ميل الآخر عليه. 


. برهن على أنه إذا رسم مائلان من نقطة ما الى مستو فأصغرهما ميلاً هو الاطول‎ ٠5 


6 برهن على أن زاوية المبل بين المستقيم ومسقطه على مستو اصغر من الزاوية ا محصورة بين المستقيم نفسه 
واي مستقيم آخر مرسوم من موقعه ضمن ذلك المستوي. 





[6-4] المجسمات (501101) 


سبق للطالب دراسة المجسمات في المرحلة المتوسطة ونلخص فيما يلي قوانين الحجوم والمساحات 
الجانبية والكلية لبعض المجسمات علماً ان الحديث عن حجم مجسم نقصد به حجم المنطقة في الفراغ 
(الفضاءع الواقعة داخل المجسم. 
1و تو (التضوي) القائم (حمئلءط غطعن]) 


الرسم 
111307741 


: 
10111 
مجموع مساحات الاوجه الجانبية - محيط القاعدة “ الارتفاع 
2 121121 
2 0121 1' 





2 متوازي السطلوع المستطيلة (متوازي الستطيلات) (لءمنطاءللهمةط) 


0 


2 
المساحة الكلية 41:62 1'0621' 20 +2(لا+)2 -4 .1' 


3 الملعب (6ط3©) 





ريسم 
11137741[ 


2 





4) الاسطوانة الدائرية القائمة (12ع0ض نار تدادءئان غخطونظ8) 


7 0ه 
11137741[ 
2 3 


المساحة الكلية 41:62 1'0121' 217 +ط21 - ل . 1" 


5) اسه (0تمتدعروط) 


الرسم 
11137741[ 





المساحة الجانبية 43162 12166121 طول الارتفاع الجانبي ٠“‏ (محيط القاعدة) 1.4 


المساحة الكلية 41:62 1'0621' المساحة الجانبية + مساحة القاعدة - 1.4 





6 المخرورط 3 ي القائم (عمه0 دادع نان غطاونط) 


14 
0 


3 


7 الكرة (عمعطام؟ة) 





3 
مساحة سطح الكرة مساحة سطح الكرة - مساحة 4 دوائر عظيمة - 417617 
رج 524 





كه 
1) ذوالوجوه الاربعة المنتظم: هرم ثلاثي قائم منتظم اوجهه الاربعة مثلثات 

متساوية الاقسلدم ومتطابقة 
8 قط اللخروظ الداكرى يسكوى غخار من الحه حزلداه قان الفط 








> 





مخروط دائري مائل مخروط دائري قائم 
ت قم ع م تح قم - 0م 




















١1‏ اذا كانت المساحة الكلية لمتوازي المسعطيلات - 7241117 وباحة قاعدته - “132113 ومساحة اخد 
اوجهه الجانبية - 1001117 1[ جد حجمه. 


2. اسطوانة دائرية قائمة مساحتها الجاتبية 40016177 رحجمها *تمع20007 اوجد ارثفاعها ونتصف 
قطر قاعيدتها. 


0 
3: برهن على ان حجم ذي الوجوه الاربعة المنعظم والذي طول حرفه - 1 هو 024 وحدة مكعبة . 
1 12 
4 مخروط دائري قائم مر برأسه مستر فقطع قاعدته بقطعة مستفيم تبعد عن مركز القاعدة بمقدار 8111 
فاذا كانت مساحة المقطع - “1026133 وارتفاع المخروط - 156333 احسب: 
1) حجية 2 مساححه الجانبية 3 مساحنه الكلية 


5 علمت انه يمكن رسو كرة خارج ذي الوجره الاربعة المنتظم. 


برهن ان نصف قطر الكرة - 0 الارتفاع. 








2+4*» لا 





1. جد قيمة ؟ا © لا ,ا والتى تحقق دن 





[2+»ع (+[1 
6 
4 5 
3 عد نات : الكبش+”م : 62م 
”مد 

اديت ] 1 
3. اذا كان - 2 عدد م ركبا جد باستخدام مبرهنة ديموافر ور . 

22 1+ ١/3 


4. قطع ناقص مركزه نقطة الاصل وقطع زائد نقطة تقاطع محوريه نقطة الاصل. كل منهما يمر ببؤرة الاخر 


فاذا كانت 225 - “لا25 + 96 معادلة القطع الناقص فجد . 


أ) مساحة منطقة القطع الناقص. ب) محيط القطع الناقص. 


ج) معادلة القطع الزائد ثم ارسمه. د) الاختلاف المركزي لكل منهما. 


5. جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتميان محور السيئات ومركزه نقطة الاصل ومساحة منطقته 776 


وحدة مربعة ومحيطه يساوي :107 وحدة . 


»2 2ة] 4 صزة ع لا (6 
(ا5مه)2ة) - لا (0 
(« “صماما >لا () 


(*"ع)وم» دلا رطا 
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3 --ل29 - 2لاثكا (3 
اعاداما *ه دلا نو 


ااام “كا < يا (© 





7.استخدم مبرهنة رول ثم مبرهنة القيمة المتوسطة لايجاد قيمن) للدالة [2 ,2-] ع 222,2 - * ح («)؟ . 

8. 5 +كا4- *كاج -(«)غ دالة تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة [,1-] , فاذا كانت 2-© تنتمي 

للفترة (15-) فجد قيمة غ1 > 3,2 . 

9. متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة وارتفاعه ثلاثة امثال طول قاعدته , جد الحجم التقريبي له 
عندما يكون طول قاعدته 2.976©112 . 

0. مخروط دائري قائم حجمه 21076177 جد القيمة التقريبة لنصف قطر قاعدته اذا كان ارتفاعه 10132 . 

1 اذا كانت 1+“5/31 -() جد باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة القيمة التقريبية الى 

101 

2. باستخدام معلوماتك في التفاضل ارسم المنحني البياني للدالة 1 - “لا . 

3. جد تكاملات كلاً ما يأتى : 





«2(0 +26 52مه)(22-1 مزة) [ (م 0( “صذة-ع“5مه) | (3 

زو 2 »امآ 
“ل تح [ (0 يه لت انو 

]| ا" 
“0 57 - 30 يه 01 «اما “عو امك © 
5 1 

يل ”3 ”تاه ,م3 عهو | (ا الك ل سم 

1 اه 
: 1 لا! 057 , 
4 . حل المعادلة التفاضلية الآتية اك كر و تدر 


1 5 214 لا 1" 
5. حل المعادلة التفاضلية لا 211 بم حيث ان 0 -» لا كار 
6. حل المعادلة التفاضلية ©ا لا ح ثلا عا حيث ان 1 ح لا,1 - 8« . 


7. حل المعادلة التفاضلية الاتية 0 ح لإلك 26 - عر( 3/2 + “<) . 
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